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Conferenoia prlnnera. 
SeñORES : 

Por causas independientes de mi voluiitad, llego bastante 
tarde á cumpür los deberes que mi cargo de Profesor de Fi- 
sica matemática me inipune, y como no quiero perturbar 
la marcfia del curso, ya bastante adelantado, de esta asígna- 
ttira, me limitaré á dar unas cuantas conferencias de carácter 
general, sobre diclia materia: conferencias que constituirán, 
por decirlo asf, una introducción al estudio de esta ciencia, 
tan extensa como importante, y fioy más exlensa y más di- 
ficil que nunca por ios recienles trabajos de la critica cienti- 
fica y por los anchos horizontes, que ante los sabios se lian 
abierto de algunos años acá, quebrantando antiguas convic- 
ciones, pero alentando nuevas esperanzas: horizontes tur- 
bios y luminosos al mismo tiempo. 

La materia de estas conferencias, ó de esta introducción, 
ta dividiré en varias partes, tratando: 

1." Del carácler de la Fisicaexperimental, y del de laFi- 
Sica matemática, y cslablecíendo sus diferencias fundamen- 
taies y sus relaciones necesarias. 

2." Haré un resumen de los principales problemas que 
comprendia la Fisica matemática, hasta el íiltimo tercio del 
siglo anterior, estableciendo rápidamente sus ecuaciones fun- 
damentales. 

3." Estudiaré las criticas que en estos últimos tiempos se 
ban hecho y siguen haciéndose de las teorias desarrolladas en 
el sigio anterior por los grandes matemáticos, que en sus in- 



vestigaciones nos han legado el más soberano monumento 
que ha creado el gcnio de la humanidad. 

Y 4.° Si hubiera tiempo, que Ip dudo, y si no lo hubie- 
ra, quedaría esta nueva empresa para el curso próximo, em- 
pezaré á ocuparme en el estudio de la teoria malemática de 
la elasticídad. 



Carácier de la F/sica experimenial y de la Física mate- 
máUca. — Diferencias y relaciones entre ambas. ~ No se di- 
ferencia una de otra, como vulgarmente se cree, en la mayor 
6 menor cantidad de cálculo matemático, que en ellas pueda 
emplearse. sino en coiidiciones muy diversas. que en ambas 
concurren y que procuraré expircar con cuanta claridad me 
sea posible. 

No preteiideré tampoco definir 1a Flsica experimental, pri- 
mero, porque los qiie me honran siguiendo esta serie de con- 
ferencias. han estudiado y conocen dicha ciencia, y por co- 
nocida he de darla en estos estiidtos; y en segundo lugar, 
porque es verdad, hasta evidente, que una ciencia no puede 
definirse al principio: podrá definirse, y gracias, al terminar 
de estudiarla. 

Es !o mismo, y permítaseme este ejemplo, que si se le pi- 
diera la definición de la Península Ibérica, al que porprime- 
ra vez la visítara. Podria decir que está comprendida entre 
tantos y tantos grados de longitud, 6 entre éstos y aquéllos 
de latitud, encerrada entre el Mediterráneo y ej Océano, y 
unida á Francia por los Pirineos; pero á estos términos ári- 
dos y poco expresivos estarfa reducida la definición. 

Llegaria en todo caso á dar definici6n más acomodada á la 
realidad, después de haber visitado y estudiado imestra Pe- 
nínsula unos cuantos años, después de conocer sus ríos y 
cordilleras, su agricultura y su minería, el carácter de sus ha- 
bitantes, su historia, sus pasiones y sus esperanzas. 






J No intento, pues, definlr ni la Flsica experimenta! , ni la 
Rsica matetnática; pero si diré, aclarándolo por medio de 
mplos, lo que para mi son una y otra ciencia. 
La Fisica experiniental estudia fenómenos del mundo in- 
¡ánico, no todos, pero si una gran masa de ellos: los que 
en las antiguas Fisicas, y aim en Fisicas más modernas, coni- 
prendian la Mecánica, las propiedadesgenerales de la mate- 
, la Acústica, !a Capilaridad y los fiiíidos imponderables, 
Cito. sin precisar la enumeración y en términos de gran 
■^generalidad, y casi la cita es inúlil, porque mis oyenles sa- 
ben los fenómenos del Cosmos, que han estudiado al estu- 
diar tal asignatura. 
^ft Voy, pues, directamente á establecer los términos funda- 
^^■entales que constiluyen el proceso de dicha ciencia, 
^H Los fenómenos á quc voy refiriéndonie . penetran por nues- 
^BK» sentldos. Y el ser humano los observa y los analiza, y en 
^BtHma más ú menos perfecta, más ó menos instíntiva, los cla- 
«Ifica (lor analoglas y diferencias, haciendo de ellos grupos 
diversos, que más adelante formarán ramas diversas de la 
misma disciplina cieiitifica. 
Hasta aqui la observación. 

Después. á ser posible, el fisico reproduce artificialmente 
tales fenómenos, variando. por modos diversos, sus condi- 
ciones. 
Esta es ta experimentación. 

f estos son preliminares de la ciencia. constituyen la ma- 

1 cientifica, pero no forman la ciencia todavía, porque 

B ciencia no es la variedad dispersa, sin conexión ni unidad. 

La observación continúa respecto á los fenómenos repro- 

hucidos, como antes respecto á los fenómenos naturales, y 

) de los primeros trabajos, de los más necesarios, mejor 

a. absolutamente necesario para crear el organismo cien- 

), es seilalar en cada fenómeno de los que se estudian, 

s magnitudes físicas de cuya trama parece que el fe- 

lómeno está formado 6 que con él están en intima relación. 



Permltaseme un ejemplo que adare las ideas precedentes, 
quizá un poco vagas. 

Consideremos la acción del calor sobre un gas comprendi- 
do en cualquier espacio cerrado. 

Un estudio elemental nos indica que hay tres magnitudes 
fisicas que influyen en todos los accidentes del fenómeno, y 
que son dcterminantes de dichos accidentes. 

A saber: el volumen del gas, la presión y la iemperatura. 

Claro es, que esle fenúmeno de la acción del calor subre un 
gas, no será tan sencillo como suponemos; estará sujeto, por 
el contrarío. á multitud de influencias, por ejemplo: lumino- 
sas, eléctricas, magnélicas y por de contado quimicas. Todo 
el cosmos está en rclación con dicha masa gaseosa; mas el 
hombre, por sabiu que sea, no puede abarcar la naturaleza 
de una vez; lodo lo más, estudiará, y por manera imperfecta, 
algunos pedazos del cosmos que tenga á su alcance, y para 
el estudio, tendrá que atenerse á las influencias principales, 
prescindiendo de las secundarias, como estudia en el cielo 
los movimientos generales de los astros, antes de someter á 
cálculo las perturhaciones. 

Por eso decimos en nuestro ejemplo, que tratándose de la 
influencia dei calor sobre una masa gaseosa, tres son los ele- 
mentos que debemos estudiar: volamen, presión y tempera- 
tura. 

Lo que hemos dicho en esle ejemplo, pudiéramos decir en 
otro cualquiera. 

Pues bien, para entendernos y abreviar la explicación. á 
dichos elementos les daremos el nombre genérico de magni- 
tudes fisicas óparámetros, sin que la palabra parámetro sig- 
nifíque invaríabilidad. 

Y es evidente que si el fenómeno cambia de un momento 
á otro y queremos tener en cuenta estos cambios, entre di- 
chas magnitudes ó unido á ellas, deberemos contar el tiempo. 

Para evitar dudas y errores, advirtamos de paso, que no 
hay que confundir estas magnitudes ó parámetros con otras 



H-De 

^ftrse 



gnitudes á que daremos el nombre de constaníes de la 
|%íca. 

De estas últimas hablaremos más tarde. 
, Determinadas en cada fenómeno las magnitudes fisicas que 
I él se refieren, por ejemplo, en el ya citado, el volumen, la 
isión y la temperatura, es indispensable hacer un trabajo, 
lEin el cual la ciencia positiva queda en el aire, á saber: es- 
tablecer unidades de medida para todas estas magnitudes; 
en niiestro caso, para la presión, para el volumen y para la 

mperatura. 

|.De este modo, dichas magnitudes fisicas podrán expre- 

prse por medio de números, y hasta por medio de signos 

algebraicos, constituyendo las fórmulas de la Fisica experi- 

mental; y digo de la Fisica experimental porque todavía no 

(tamos en la Física matemática. 
Ya llegaremos á ella. 
El someter las magnituiles fisicas á medida, para poder 
expresarlas en cada caso y en cada momenfo por números, 
es condición fundamentai de la ciencia positiva. 

En todos los fenómenos de la Fisica, de la Quimica y has- 
ta en los del orden moral, nos encontramos constantemente 
con magnitudes, con cantidades, con algo que puede ser 
más ó que puede ser menos, qiie es susceptihle de aumento 
y disminución: son volúmcnes, presiones y temperaturas ó 
son sentimientos, deseos, esperanras y pasiones; pero no 
hay manera de expresar estas últímas cantidades por medío 
de números, porque hasta ahora no hay manera de medir- 
las; las primeras sí pueden medirse. 

Quizá en esto consiste el atraso de las ciencias sociales, 
morales y poh'íicas. por eso son tan ocasionadas á contro- 

rsias y disputas. 
lAIgo que acaso es minimo y que tiene mínima inftuencia 
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puede agigantarse por la Retóhca, suplantándose á otras 
causas ó eleitientos evidentemente mayores y casi deci- 
sivos. 

Quizá la Estadistica, no es más quc un esfuerzo para in- 
troducir la medida y el número, y, por lo tanto, el cálculo, en 
esta clase de probiemas. 

Mas problemos son éstos en los que no tenemos que ocu- 
parnos. 

Volvamos á los de Ffsica, 

Las magnitudes de la Fisica, pueden medirse y se han 
medido. y por eso !a Fisica es una ciencia positiva, en que 
se calcula, en que se mide, en que se determinan leyes, en 
que á veces se prevén fenómenos antes no conocidos. 

Y hagamos aquí una observacion: viilgarmente se crec 
que el acto de medir una magnitud contenida en un fenóme- 
no ffsico, es lo supremo del Iriunfo; es casi penetrar en la 
esencia de las cosas. 

Medir !as cosas, es conocerlas y dominarlas; esto se 
supone. 

Y no es asi, la medida no llega nunca á la esencia de los 
fenómenos. La medida es lo más superficial, aunque lo raás 
úfil y lo más necesario para la verdadera ciencia, y, agre- 
guemos lo más fecundo. 

La medida sólo supone este hecho: el de hacer constar 
caándo dos cosas san iguales, cuándo dos fenómenos pu- 
dieran en cíerto modo superponerse, cuándo uno de ellos es 
la repetición del otro, para lo cual no es necesario cono- 
cerlos. 

Por ejemplo: por medio de un experimento se puede ha- 
cer constar cuándo dos cantidades de electricidad son igua- 
les, cuándo son iguales dos cantidades de calórico, ó dos 
cantidades de luz, como se sabe cuándo son igualcs dos 
pesos ó cuándo son iguales dos longitudes. 

Y, sin embargo, no sabemos, s¡ por saber se entiende pe- 
netrar en la esencia de las cosas, ni lo que es la electridad, 



I lo que es el calor, n¡ lo que es la luz, ni lo que es la gra- 



1 lo q 



1 línea. 



ni siquiera l( 

Hetnos forjado simbolos para todo esto, tenemos repre- 
sentaciones internas, nada más. 

Si e! metafísico 6 el filósnfo, ó algún ser afortunado, sa- 
ben lo que stm lodos estos fenómenos, tanto mejor para él. 
El físico, para medir magnitudes físicas, no necesita saber- 

I. le basta con hacer constar la hientidad de dos hechos. 
Un experimento íísico le ha determinado cierta cantidad 
electricidad ; pues repitiendo ese mismo experimento en 
i mismas condiciones, una, dos, tres, cien veces, íendrá 
s, tres, cien veces eso á que <iió e! nombrc de electrici- 
dad. de sucrle que en la medida de las magnitudes 6 de los 
parámetros fisicos, se mide lo desconocido por lo descono- 

Í'do, lo ignorado por lo ignorado, el patr6n del misterio es 
iro misterio del mismo orden. 
Y, sin embargo, todo lo dicho es de una iinportancia extra- 
ordinaria, porque la exp^riencia nos prueba, qiie este con- 
cepto de cantidad tiene una transcendencia inmensa en las 
formas, en las combinaciones, en los efectos sensibles de los 

Kiómenos y en sus efectos materiales. 
No es como suponen algunos. que conocen las cicncias 
[cas sólo de oidas, quL' ei ffsico pretenda substituir !a can- 
íidadá lacalidad. es qus no puede penetrar en ésta y puede 
medir aqu¿lla, y tiene que sujetarse á la posibilidad, aban- 
donando á otras ciencias 6 á otras filosofías, lo que es inac- 
cesible á sus experimentos y aun á sus teorías. 

D; todas maneras, de la medida depende et número, y de 
los números, ó de los simbolos algebraicos que los represen- 
lan, dependen las grandes leyes de la ciencia, las únicas á 

Ke la inteligencia humana puedc llegar. 
Y de todas maneras, algo muy íntimo y muy poderoso 
idrá el nümero, cuando de fal manera encarna en la reali- 
dad misma, y si no altera su fondo. modifica su forma y sus 
efectos sensibles. 




Mas cstas son metafisicas en que nos está vedado pene- 
trar. 



Dijimos que e! fisico observa los fenómenos, los ordena 
por semejanzas y diferencias, los reproduce si es preciso, 
para estudíarlos mejor, distingue en eJlos, y esta es función 
importanlísima, las diferentes magniludes físicas 6 paráme- 
tros que eontienen, y que por fin, busca para cada magnitud 
flsica una unidad de niedída á fin de poderla reducir á ni'i- 
meros. 

Eslas unidades. al princípio son arbitrarias; siempre se 
refieren á un fetiómeno concreto y perfectamente definido, 
pero que se eligiü por inslinto ó por facilidades prácticas: 
sirvan de ejemplos, el grado del termómetro, íi la cantidad 
de determinado cuerpo que precipita una corriente, ó !a can- 
ttdad de calor capaz de fundír una masa fija de hielo. 

Unidades arbitrarias, capricliosas en cierto modo, algunas 
de ellas falsas; pero que luego se van corrigiendo, se van 
poniendo en relacion unas con otras, s; van reduciendo, en 
suma, al menor número posible, y que hoy se unifican en 
las unidades mecánicas, á pesar de todo lo que se dice con- 
tra la reducción dc los problemas de Física á problemas de 
Mecánica. 

Pero conseguido esto, viene una función más alta en la 
Fisica experimental , la <ie distinguir cn cada /enómcno fí- 
sico ¡as magniludes guepaeden considerarse como variables 
independientes, y las que pucden considerarse como funcio- 
nes de tas primeras. 

Porque el alto triunfo de la Fisica consiste en determinar 
funciones, que enlacen todas las variables 6 parámetros de 
un fenómeno: precisamente esas funciones son las que de- 
terminan la ley; ellas dan carácter científico á la Fisica, que 
sin ellas se reduciria á un conjunto de hechos aislados; una 




rica, curiosa, pero desordenada almoneda de Cosmos, en 
que podrlan vislumbrarse ciertas lineas generales, pero en 
que no se habria llegado á la verdadera ley. Ley empirica, es 
cierto; y no empleamos la palabra empirica en sentido des- 
preciativo, sino en su verdadero sentido científico: dtgamos, 
si se quiere dignificar la expresión, ley experimental. 

Y aquí, para que se comprenda nuestro pensamiento, y 
para irnos desprendiendo de vaguedades, acudamos al ejem- 
plo que antes presentamos: 

Acción del calor sobre una masa gaseosa, encerrada en un 
recinto. 

Oesde luego, en el fenómeno que vamos á estudiar, en- 
contramos tres magnitudes, como antes deciamos: el volu- 
men, que representaremos por v; la presión, que represen- 
taremos por p; la temperatura, que la designaremos por la 
letra t 

Tres son los parámetros físicos en este caso: v, p y t. 

Y ya los representamos por letras, y estas letras ya repre- 
sentan números, porque sabemos medir volúmenes por el 
metro, presiones por el kilogramo, temperaturas por el gra- 
do del termómetro, Ó bien por otras unidades análogas. 

Tres son los parámetros físicos en este caso, y el método 
experimental demuestra que dos de ellos son independien- 
tes, y que fijando el valor numérico de éstos, el valor del 
tercero queda perfectamente determinado, prescindiendo, 
como hemos advertido muchas veces, de toda otra influen- 
I tía ó de una mayor complicación en el fenómeno. 

El problema que debemos resolver es, por lo tanto, el si- 
guiente: buscar una relación analifica entre v, p, t. 

Es decir, una función que podremos poner bajo forma im- 
[ftíCÜÍ 

F(v,p, = 0, 



y que enlace dichos tres parámetros. 
Lo que hay que averiguar es la forma de esta función f. 
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Y como estamos hablando de la Ffsica experimental, 1a for- 
ma analítica de Fhay que determinarla experimentalmente. 

Pues aquí empe^ará á dibujarse la difereiicía fundamentat 
entre la Fisica de la experiencia y la Física matemátíca. 

Veamos cómo se determina la forma de F en la primera. 

Asi como en Geometria analitica, para tener idea de una 
superficie, se corta por planos paralelos á los planos coorde- 
nados, y se estudian después cada una de estas secciones ó 
curvas parciales, lo cuaj equivale á suponer constante el va- 
lor de una de las variables y á examiuar la ley que enlaza á 
las otras dos, asi el fisico, en el caso que nos ocupa, supo- 
ne, primero, que la temperatura es constante, y experimen- 
talmente obtiene la relación que enlaza la presión con el vo- 
lumen. 

Y después, supone la presión constante y también experi- 
mentalmente determina la relación entre la temperatura y el 
volumen. 

Es como si en la ecuacíón de la superficie 

Fiv,p, 0=0, 

hubiera cortado primero por planos paralelos al de v, p; y 
después, por otra serie de planos, paralelos al plano coor- 
denado v, t 

No quiero decir, que éste liaya sido el proceso lógico en la 
historia de la Fisica; ha sido más bien el proceso instintivo 
de unos y otros experimentadores; pero es que en estos 
casos, el instinto liene también su lógica, ó es, si se quiere, 
que la acción de la lógica matemátlca, antes es espontánea 
que reflexiva. 

Determinando experimentalmente cómo variaba el volu- 
men á medida que la presión variaba, permaneciendo siem- 
pre constante la temperatura, se obluvo la ley de Mariotte, 
la cual dice que en estos casos, los volúmenes varian enra- 
zón inversa de las presiones. 



¿ 



I 
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Si tomando por ejes coordenados v, p, se determtnan por 
puntos los resultados de las experiencias, es decir, se fijan 
puntos que tengan por coordenadas el volumen y la presión 
en cada experiencia parcial; estos puntos se observará que 
se encLcntran al parecer cn una hipérbola referida á sus asin- 
totas. más sencillo: se verá que los volúmenes varían en 
razón inversa de las presiones, como acabamos de indicar. 

Lo cual se expresa analíticamente por la fórmula 



pv ^ C, 



0) 



en la que C representa una constante, que depende de la 
temperatura: supongamos que la temperatura es cero. 

Pasando ahora á la relación entre v y /, se observó tam- 
bién experimentalmente, que en todos los gases, los volú- 
raenes crecen una fracción constante de sl mismos, que lla- 
maremos n, por cada grado de temperatura, desde el cero 
del termómetro; es decir, 



dv' ■ 



V<tdt, 



6 bien integrando entre y /, correspondientes ambos valoj 
res á V y v', 

v' = v-fv«/ = v(I +«/) (2) 

en que « representa el coeficiente constante de diJatación para 
todos los gases. 

Advirtamos que v es el volumen correspondiente á la tem- 
peratura cero. de suerte que es una verdadera constante en 
esta ecuación parcial, que enlaza un volumen cualquiera v' 
coD la temperatura t. 

Es, por decirlo asl, la sección que damos en !a superfn 
cie /^ paralelamente al plano de los volúmenes y las tempe- 
raturas. 




Substiluyendo en la ecuacióii (!) el valor de v, (endremos 



- C, 
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ó bien 

pv'= C(l +'iO- 

Suprimiendo el acento de v', que no es más que cambiar 
de notaciones, sacando el número a fuera del paréntesis, y 
puesto que C y o son constantes, representando su produc- 
to por R resultará, 



pv^RÍ^ 



M- 



El número — es próximamente 273, que corresponde á lo 
que se llama el cero absoluto de temperaturas, de suerte que, 

representando h ' "= 273 -)- t por T, ÍKSea la tempera- 

tura absoluta, tendremos flnalmente 
pv ^ RT 

para la ecuación que cnlaza en cualquier gas, la presión, el 
voluinen y la temperatura absoluta. Tal es la forma de la 
ecuación 

F(v,p,t)--0. 

que pretendlamos determinar experimentalmente. 

Y experimentalmente la hemos determinado: sometiendo 
un gas á presiones diversas primero, y después á diversas 
temperaturas. 

Sin acudir á ninguna hipólesis, salvo las que entraña 
nuestro organismo inteJectual. 

Sin acudir tampoco á ninguna teoría; observando hechos 
y midiendo magnitudes fisicas: no más. 



Hemo6 empleado fórmulas matemáticas como simbolismo 
de la lógica más perfecta, pero esto súlo; ni hemos acudido 
á la Mecánica, salvo en la parte necesaria á los aparatos de 
la experimentación. 

Hemos obtenido asi una ley empirica, firme y sólida, por- 
que se funda en los hechos; y si prescindimos de los errores 
pequeños de las experiencias. hemos obtenido una ley exac- 
ta, según afirma el ffsico. 

En rigor es una fórmula que condensa una serie de he- 
chos; es como una estad/síica de los accidentes de un fenó- 
meno natural. 

Fórmula que será valedera para todos los valores numé- 
ricos de lí, p y 7" que en sl condensa. 

Será valedera, aun con grandes probalidades y suficiente 
aproximación, para los valores intermedios, qiie no hemos 
observado, pero que están suplidos por la interpolación. 

Será incierta, y no podremos aplicarla sin gran descon- 
fianza fuera de los limites de las experiencias; es decír, para 
temperaturas, presiones y volúmenes, sobre todo para las 
dos primeras, superiores ó inferiores á los que hayamos ex- 
perimentado. 

Ahora bien, en cuanto á la forma matemática de la fun- 
ción, no podremos asegurar tampoco que sea en absoluto la 
que corresponda al fenúmeno; lo único quc nos atreveremos 
á decir, es que entre los limites de la observación, puede 
substituirse á la verdadera y desconocida fórrauta, á la fórmu- 
la de una ley absoluta, que no podemos conocer. 

Hasta aquí la Fisica experimental aplicada á este problema 
concreto. 

Apliquemos á este mismo problema los procedimientos 
especiales de !a Fisica mafemática, y vamos á ver que son 
lotalmenle distintos de aquellos otros que acabamos de ex- 




Empezanios por tina hipólesis, la de Bernoulli, relativa á 
la constitución de los gases. 

Bemoulli suponia, y todavia subsiste su hipótesis más ó 
menos quebrantada, que un gas encerraáo en un recinto se 
compone de un número enorme dc moiéculas sueltas. que ca- 
minan con gran vehcidad en todas direcciones, chocando 
unas con otras y chocando con las paredes, siendo brevislma 
la duración de cada choque, y caminando antes y después 
cada molécula eii línea rccta y con gran velocidad. 

Es una serie de granizadas de particulas, si vale la pala- 
bra, en infinitas direcciones; es, si se me permite la imagen, 
como un bíllar de tres dimensiones, en que las bandas son 
las paredes del recinto y las moléculas las bolas de billar. 

Pues esta hip6tesis y los principios de la Dinámica bastan 
para obtener, sin experiencia de ningún género. la fórmula 
anterior 

pv = RT. 



Este bellísimo resultado, este alarde dei ingenio humano, 
lo han realizado; primero KrOnig (de Berh'n) y lo ha perfec- 
cionado, prescindiendo de una nueva hipótesis, que no afec- 
ta al sistema y que sólo tiene por objeto simplificar los cálcu- 
los, e1 eminente Clausius. 

KrOnig supone, para simplifícar, que las moléculas se di- 
viden en tres grupos paralelos á Ires direcciones rectangula- 
res, precisamente las de los tres sistemas de aristas del cubo 
en que está encerrado el gas. 

Clausíus, más tarde, prescindió de csta hipótesis secun- 
daria y abordó el problema en loda su generalidad. 

Como nuestro objeto no es discutir el problema en sí, sino 
presentar u/i raso tipico, que, á nuestro entender, da idea 
exacta del carácter de la Fisica matemática, en contraposi- 
ción con el de la Física experimental; y con el fin, además, 
de evitar cálculos largos, que pudieran distraernos de nues- 
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tfo objeto, expondremos el método de KrQnig, introduciendo 

en él una pequeña modificacióii, que realmente sólo es de 

forma. 
Supongamos que ABCD (fig. 1.") representa un cubo 

cuyo lado valga AB-=a. 

Este cubo es la envolvente de una masa gaseosa, cuyas 

moléculas, cada una teniendo la masa m, se mueven en to- 

do3 sentidos y en todas direcciones, chocando entre si y con 

!as paredes de la envolvente. 
H De estos últimos choques, nacerá, naturalmente la pre- 

^fe si6n p sobre las paredes, y tratamos de calcular esta presión 







en valores de las cantidades que determinan el movimiento 
de las moléculas, es decir, de la velocidad u de cada una de 
ellas y de sus masas, todas iguates á m. 

Además de la hipótesis fundamental, KrOnig hace otras dos. 

Primera. Que la velocidad de las moléculas m, entre cho- 
que y choque, es siempre la misma. que representaremos 
por u. Si asi no fuese, u representará la velocidad media. 

Segunáa. Que las mojéculas se ordenan en tres direccio- 
nes paralelas á las Ires aristas de uno de los tres ángulos 
tríedros. 
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Una tercera parte camina, pues, paralelamente á AB y 
choca altemativamente con las caras AD, BC. 

Otia tercera parte traza rectas paralelas Á AD y choca 
también altemativamente las caras AB, CD. 

Por último, la otra tercera parte de moléciilas camiiia pa- 
raleiamente á la arista proyectada en 4 y choca las dos caras 
del ciibo paralelas al plano de la figura. 

Estudiemos el choque de una de las molículas a contra 
las caras BC y AD allernativamente. 

Mientras la molécula a que descríbe la Ifnea cb, no se 
aproxima mucho á ia cara BC, caminará con movimiento 
uniforme. porque no acluará sobre a ninguna fuerza; pues 
suponemos que entre BC y a sólo se desarrollan fuerzas 
moleculares cuando la distancia ab es de un orden de peque- 
ñez suficiente; por ejemplo, desde la posición a en la figura. 

Durante el trayecto ab, podemos considerar el movimiento 
de la masa m como sujeto á estas dos condiciones: 

1." Una velocidad inicial u al llegar el móvil á la posi- 
ción a. 

2.' Una fuerza repulsiva de la pared que representare- 
mos por/, variable con la distancia de /n á dicha pared, se- 
gún una ley que desconocemos. 

Recordando que la ecuación del inovimiento de un móvil 
sobre una recta x es 



dt 



m '-^^ X, 



en que m representa la masa; 

X el camino recorrido desde a; 

y X\dL fuerza que aclúa sobre el móvil , la cual 



al hemog repre- I 
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sentado por /; tendremos para la ecuación del movimiento, 
sustituyendo 

dx 



dt 



-'U, X = /; 



la ecuación fundatnental 



du 
dt 



Quitando el denominador é integrando. 
mu^ Cfdt-\- conslante. 



Esta es la integral indefinida y sobre ella debemos tiacer 
dos observaciones. 

Los límites de la integración se contarán desde el momento 
en que la molécuia Ilega al punto a y empieza á sentir ta ac- 
ción de la pared, hasta que rechazada por ésta, vuelve al 
punlo a con una velocidad — u, igual y contraria á la que 
traia. Desde aqui seguirá su movimiento hacia la pared 
opuesta con dicha velocidad constanle -(/. En ciianto al se- 
gundo miembro, los límites de la inlegraci6n serán los mis- 
mos; pfero ya que no podamos efechiar dicha integración por 
no conocer/, podemos suponer una fuerza media F.,, de va- 
lor constante. que actuando lodo el liempo que dura el 
choque.esdecir, desdeque mllega á a hasta que vuelve, dé 
precisamente el valor de la inlegral , de suerte que tendremos 




F, a =ffd t. 



con lo cual la primera hitegral de la ecuación del movimien- 
to será de la forma 



m(ü — (— ií)) = fiFj, 



ó bien, por último, 



2mu = Of,. 



Realmente F^ no es otra cosa que la presión contra la pa- 
red durante el tiempo S. 
Y despejando F, resultará 



f^i 



2mu 



Observemos ahora, que desde que la molécula m llega á a, 
y después de haber chocado con la pared opuesta AD en c, 
vuelve otra vez á la posición a, ninguna presión se ejerce so- 
bre la pared BC. 

De manera que si queremos caicular la presión media con- 
íinua, es necesario que F^ la distribuyamos en este espacio 
de tiempo. 

Vamos á calcular, pues, el tiempo que tarda la molécula a 
en recorrer el espacio ac, y después e! mismo espacio ca, 
en sentido contrario, es decir, dos veces dicha distancia . que 
es casi igual, teniendo en cuenta que la distancia ab es pe- 
queñfsima, al doble de la arísta del cubo ó sea 2 a. Como 
este camino lo recorre con la veiocidad constante u, porque 
tiempos y espacios correspondientes á los choques en las dos 
paredes opuestas, los despreciamos por el orden minimo de 
su pequeñez en comparación con 20, tendremos que dicho 
tiempo será 

2a 



En suma, durante el tiempo 9 recibe la pared B C una pre- 
sión media Fj y durante el tiempo no recibe ninguna. 
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hiego representando por F^ una presión constaiite y mediá 
sin discontinuidad , se determinará F^ por la ecuación 



■ * • 



de donde 



ü 



F-— F -^ F 



u 



« 



y poniendo por F^ su valor 

Oí/ 2niu 



F,= 



2a e 

6 bien 

Fl = 



9 



a 



Esta es la presión media sobre la pared , producida por una 
de las moléculas; y como el número de moléculas que han de 

chocar contra dicha pared, es — , llamando FÁ dicha presión 

tendremos 

n mu^ 



F = 



a 



Pero el área de la cara es a^; luego la presión por unidad 
de superficie, que la hemos designado siempre por p^ tendrá 
porvalor ' 

F n mu^ 



a» 3 fl8 



De aqui se deduce 



pa^ = — mu^y 
3 



y observando que a^ es et volumen del gas. que lo designa- 
mos al principio por v. 



Esta ecuación coincide con !a ecuación obtenida por méto- 
dos puramente experimentales 



pv^RT, 



_2_n_ 
3C 



mediante una nueva hipótesis natural y sencilla. 

Si en la ecuación, que hemos obtenido últimamente, intro- 
ducimos una constante 2 C en el numerador y en el denomi- 
nador del segundo miembro, podrá ponerse dicha ecuación 
baio efita forma 

. — ^ " r ^ "^ 
^^' " 3C ' 2 ' 

es una constante para el gas que esfamos consideran- 

do, y determinado convenientemente C, podrá ser finita diclia 
expresión, á pesar del gran valor numérico de n, y podrá 
coincidir con la constante R. 

Por otra parte, si suponemos que la temperatura, esa niag- 
nitud vaga, que hasla ahora ningún sentido tenía para nos- 
otros, más que el de una magnitud física, que se medía por 
dilataciones del mercurio en el termómetro. reprcsenta una 
cantidad proporcional á 1a semifuerza viva de cada molécu- 
la¡ es decir, si suponemos que toda temperatura absolu- 

ta en los gases tiene la forma C (y poco importa ej 

valor de Csi es c6nstante), con estas nuevas hipótesis. 



;?=- 



2n 



y r- C 



2 



t ecuación 

2n ^ mu- 
'^ 3C 2 

e convertirá en 

pv ^ RT, 

que es precisamente la misma que habíamos obtenido por el 
método experimentai. 

Y ahora podemos, al menos para este ejemplo, marcar el 
IBrácter de los métodos prácticos de 1a Ffsica experimental 
\ el de los métodos racionales de la Física matemática, se- 
lalando las diferencias entre una y otra disciplina cientifica, 
í las ventajas y los inconvenienfes de una y otra. ventajas 
\ inconvenientes que se complementan, por decirlo asl, y 
|ae pnieban ía necesidad de una y otra ciencia para la mar- 
±a ordenada y perfecta, en lo posible, de la ciencia total. 

« * 
' Para obtener la ecuación 

pv = RT. 

|ue expresa la iey según la cual están eníazadas las tres va- 

"riables p, v, t de una inasa gaseosa, por los mélodos de la 

Física experimental, no hemos necesitado acudir ni á una 

^sola hipótesis, salvo las hipótesis que supone nuestro orga- 

^bsmo intelectual, siempre que aplica las reglas de la lógica, 

^Hl^n díjimos anteriormente. Todo lo demás han sido proce- 

^TÜmientos experimentales: ver prácticamento cómo varían 

p, V siendo T constante, y buscar una curva empirica que 

pase en el plano de las p v por todos los puntos representa- 

tivos de cada una de las experiencias. Claro es que el caso 

era tan sencillo, que n¡ necesidad había de construir la cur- 
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va, bastaba ver que el volumen era n veces menor cuando 
multiplicábanios la presión por n. 

De aquf resultaba la llamada ley de Mariotte. 

Emprendiamos otra vez una nueva serie de experiencias: 
dejando p constante, veiamos cómo se dilataba el volumen 
á medida que aumentaba la temperatura, y obteniamos la 
ley de Gay Lussac. 

Combinando ambas ecuaciones, llegábamos á la ecuación 
final lantas veces repetida. 

En todo este proceso experimental no com'amos el peli- 
gro de que nadie nos preguntase en cualquier Jnstante la ra- 
zón de nuestras afirmaciones. porque nada afirmábamos por 
nosotros mismos; la experiencia, la Naturaleza, habiaba por 
nosotros. Consignábamos fieclios, medíamos magnitudes, 
procurábamos reunir dictios hechos en una fórmula, y nada 
más. 

La firmeza y la solidez del método, dado que los experi- 
mentos se realicen con exactitud y habilidad práctica, son 
indiscutibles y superiores á toda critica. 

Pero en cambio nuestras fórmulas no alcazan más allá de 
los límites entre los cuales hemos hecho variar á las tres 
magnitudesp, v, T. Si queremos ampliar la aplicación de di- 
cha fórmula, esta ampliación no será legítima, y aun en los 
intervalos de la experimenlación, no es imposible que haya 
escapado á nuestras observaciones algún punto singular. 

Además, la forma de la función, tanipoco sabemos si es 
la verdadera, s6Io podemos asegurar que entre ciertos lími- 
tes, á la verdadera puede substituirse para las aplicaciones 
numéricas. 

Pero entre dos h'mites determinados, y para las aplicacio- 
nes numéricas, á cualquier función puede sustituirse otra de 
familia y naturaleza completamente distinta, con tal que ten- 
gan suficiente número de puntos comunes. 

Por último, el método experimental que hemos empleado, 
sólo nos determina hechos, ni próxima ni remotamente nos 
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i la expticación de estos hechos; entendiendo la paiabra 
\plicación en e1 sentido que más adelante determinaremos. 
Pasemos ya á la demostración de !a misma fórmula por 
s procedimientos de la Física matemática. 

Y casi io que vamos á decir es inútil: basta invertir lo 
dicho. 

No hemos realizado ni un solo experimento. Hemos eslado 
Hl^os de ia realidad, entregados por completo á una elabora- 
^■Jón puramente íntelectual. 

^B En cambío, si antes no hicimos ni ima sola hip6tesis, aho- 
^^h hacemos muchas, y, sobre todo, dos fundamentales. 
^P Por la primera, suponemos que los gasés secomponen de 

moléculas en movimiento, y nadie ha visfo estas moléculas 

y nadie íia observado este movimiento. 

»Por la segunda, hemos supuesto que la temperatura, mag- 
tud fisica puramente experimental, es equivalente, ó me- 
r dicho, es proporcionai á la semifuerza viva de las molé- 
culas del gas. 

Y formulábamos esta última hipótesis para acoplar, por 
decirlo así, nuestra fórmula teórica á la fórmula dada por la 
experiencia 

Y como no tratamos de discutir á fondo el problema, sino 
únicamente de presentar un ejemplo que nos marque el ca- 
rácter de la Física experimental, prescindimos de otras mu- 
chas hipótesis que impifcitamente hemos admitido. 

Citemos algunas, aun sin fijamos en ellas. 
Hemos supuesto que las moléculas son esfíricas, y hemos 
^admitido, por lo tanto, que todos los choques son choques 
^He cuerpos esféricos: choques centrales. 
^H Esto nos ha permitido prescindir de los movimientos de ro- 
^^ción de las moléculas y de las transformaciones recíprocas 
de ambos movimientos. los de rotación y los de traslación. 
Hemos supuesto aún, que estos corpúsculos ó moléculas, 
eran cuerpecillos perfectamente elásticos, prescindiendo de 
toda pérdida de fuerza viva por el choque. 
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Hemos dado por bueno todavía, que los tiempos y los es- 
pacios del choque eran cantidades mfnimas. 

Y, por último, como hipótesis secundaria, hemos dividido 
todas las moléculas en tres grupos, aunque sólo para srm- 
plificar los cálculos. 

Si bien esta última hipótesis queda á salvo en la demos- 
trac)6n de Ciausius. 

En suma; en el procedimiento fisico-matemático, se partc 
siempre de una ó de varias hip6tesis. quc dependen del ins- 
tinto ó del genio del que las formula, y que sólo se juslifi- 
can a posferiorí, por la concordancia entre los resultados 
del método matemático y los fallos definítivos de la expe- 
riencia. 

En la Física experimental. la experieneia está al principio, 
ó si se quiere á lo targo del camino. 

En la Fisica matemática. la experiencia está al fin. para 
comprobar las fórnuilas. para delerminar las constantes y 
para comprobar también pordistintos caminos. estasmismas 
constantes, como explicaremos en más de una ocasión. 

A cambío de todo esto , el método es racional , sólo se apli- 
can en él la Lógica y las reglas de la Mecánica, porque el 
prot)lema, según hemos visto, se reduce á un problenta de 
Mecánica. 

Es, además, una explicación del fenómeno, verdadera ó 
falsa, pero que satisface á la inteligencia y da á los sentidos 
imágenes á que están acosfumbrados. 

En suma, reduce fenómenos exlraños y de apariencias 
nuevas. á saber: un gas que cambia de volumen por )a ac- 
ción de algo desconocido que se llama calor, y que ejerce 
presiones mayores 6 menores, según los casos; reduce, re- 
petimos, todos estos fenómenos, como si no fuesen más que 
engañosas apariencias, á un fenómeno conocido y vulgar: el 
movimiento de las masas. 

Por último, y esto es quizá lo más importante, hace en- 
granar los hechos materiales con las leyes de la Lógica, ex- 
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ladas matemáticamente. y funde la variedad sin limile en 
i unidad de la ley matemática. 

Quiero decir, que se esfuerza para llegar ó para ir pre- 
iarando la unidad de la Ciencia. 

Todo esto lo repetiremos y lo desarrollaremos en nuevos 
Bemplos que formarán la materia de las reslantes confe- 
Hictas. 



SeSores: 



t 



Señalando en la conferencia anlerior el programa, por de- 
cirlo de este ntodo, de las pocas conferenctas. que en lo que 
queda de curso podenios dar, empezábamos á ocuparnos en 

primero de los temas que dicho programa comprendia. 

A saber; carácter de la Flsica experiinental, carácter de 
la Fisica matemáiica y di/erencias entre estas dos ramas de 
una misma Ciencia, que al fin llegará á constituirse por 
apfoximación y armonia de una y otra. 
^ Y á fin de abreviar la explicacitin y de liacerla más clara, 
kmpezábamos, enlre muchos ejemplos que hemos de pre- 
wntar, por uno que^onsiderábamos como ttpíco. y era ésle: 

Accíón del calor sobre una masa gaseosa. 

Señalábamos anle todo, tres parámetros ó magnitudes ft'- 
is del fenómeno, á saber: la presión. el volumen y la tem- 

iratura. Decíamos que dos de estos parámetros podían con- 

ierarse como independientes; que la experiencia demos- 
fraba que el tercero era una función de los dos primeros. y 
que por lo tanto, al expresar por fórmulas matemáticas la 
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ley que enlazaba estas tres magnitudes. debíamos obtener 
una función que las enlazase, es decir, 

F(p,v,t) = 0. 

Determinar la forma de esta función F era el problema 
que debíamos resolver, y lo resolviamos de dos maneras: 

Primero: aplicando los procedimientos puramente experi- 
mentales de la Fisica ordinaria. Segundo; aplicando los mé- 
todos de la Física Matemática. Y en ambos casos Uegába- 
mos a1 mismo resuttado: 

pv = RT. 



En el primer procedimienlo, sólo acudiamos á la expe- 
riencia, determinando curvas y fórmulas puramente emplri- 
cas; pero sin hacer ninguna hipótesis. En el segundo caso, 
haciamos dos hipótesis fundamentales: una relativa á la cons- 
titución de los gases; otra, que era una interpretación mecá- 
nica de la temperalura. asi como interpretación mecánica era 
también la primera, pues suponiamos que el calor consistia 
en el movimiento invisible de las particulas materiales. 

El carácter, las consecuencias, las ventajas y los inconve- 
nientes de ambos sistemas, los señalábamos en la conferen- 
cia aiiterior. y muchas veces todavía lendremos que repe- 
tir estas mismas ideas. 

Los procedimientos experimentaJes. para resolver dicho 
problema, son los qiie se aplican para resoJver todos los 
problemas de la Fisica ordinaria. 

Insistamos todaviasobre esle punto para dejarlo definiti- 
vamente disculido y no volver á ocuparnos en él. 

Consideremos otro problema cualquiera de la Fisica expe- 
rimentai, en ei que hayamos observado. que hay cierto nil- 
mero de parámetros fisicos de los cuales dependen todas las 
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pcunstancias del fenómeno; nijmero que para fijar las ideas 
tondremos que es igual á cuatro: sean a, b. c, d. 

Lo que digamos para este número, diríamos para otro 
cualqujera. 

En el ejemplo tipico de la conferencia anterior eran tres, 
aqui suponemos que sean cuatro, como pudieran ser n. 

Y en el ejemplo en que ahora nos fijamos y que fácil- 
mente puede generalizarse . si los parámetros son cuatro, y 
consiiíeramos que no hay necesidad de apreciar mayor nú- 
mero, porque de !as demás causas que influyen en el fenó- 
meno, por ser minimas, ó hacerJas nosotros mínimas, puede 
prescindirse; en este ejemplo, repetimos, los parámetros in- 
dependientes serán tres, y el cuarto estará enlazado con 
ellos por una relación desconocida 



f{a.b.c.d) = 



^Títe es, precisamente. la que deseamos determinar por me- 
dio de una serie de experiencias. 

Pero el experimentador no puede hacer variar todos los 
parámetros al mismo tiempo; tales empresas se las reserva 
la Naturaleza. 

kEI experimentador no puede hacer otra cosa que buscar 
relación de dos de los parámetros, permaneciendo los de- 
L5 constantes. 

Por ejemplo, buscar la relación entre a y b, permanecien- 
do constantes c y d. 
La experimentación determina curvas; después el análisis 

^£^^^1^0 podrá condensar todas estas curvas en funcio- 
de más variabies. 
r^or una serie de experiencias, haciendo que b reciba los 
valores /ji, b¿, fcg..., verá experimentalmente, que o recitre la 
serie de valores Oi, a^, a^... 

LY de este modo, si escogc el procedimiento gráfico, ten- 
l dos ejes coordenados ob, oa (fig. 2.") y una serie de 




puntos /Rp fn,, frig... como resultados gráficos de la$ expe- 
riencias, puntos que tienen por coordenadas b^, a,; 6,, <»,; 

Después procurará unir por una curva continua MN todos 
los puntos obtenidos, y dicha curva expresará gráficamenle 
la ley que enlaza estas dos magnitudes fisicas, al menos 
mientras permanezcan fijos los valores que se hayan elegido 
parac. rf. 

Supongamos que por los procedimientos de interpolación 
se determina la ecuación de la curva, que la representare- 
mos por 

•i (a, b) = 0. 



Generalmente sesupone, y en rigor esta es una hipóícsis, 
aunque sólo del orden lógico y dentro de cierto postulado 



sobre continuidad en los fenómenos naturales, que para 
otros valores de c y rf distintos de los que hemos elegido, 
podría conservarse la misma forma ^ para la ley de enlace 
de los parámetros a y b. 

Dicha relación contendrá, pues, las dos variables ay b,y 
una serie de constantes de la ecuación de la curva, que se- 
rán constantes para este caso, pero que serian distintas para 
otros valores de c y rf. 



En suma, ia función -i podretnos escribirla de una manera 
más precisa, de este modo: 

V f (<7, b, A. B. C) = o: 

suponiendo para fijar las Ídeas que contiene tres constan- 

tes, A, B, C, tas cuales, como liemos explicado, en rigor 

- serán funciones de los dos parámetros que qiiedan, c y d. 

Podemos aún especificar más las condiciones del proble- 

ma, escribiendo asi la ecuación precedenle: 

<¡i[Q.b.A{c,d),B{c.d), C{cd)\ =- o, 

para indicar que A, B, C dependen de los parámetros ex- 
presados c, d. 

Si, por eiemplo, lacurva o- fuese una circunferencia, a y b 
serian sus coordenadas variables, A, B y C serian las coor- 
denadas del centro y el radio. 

a y b variarian siempre sobre una circunferencia, pero Ja 
posición y la magnitud de esta circunferencia dependerian de 
los parámetros c, d. 

Asi como hemos determinado la relación, que enlaza los 
parámetros ¡i y 6 del fenómeno que estudiamos, pasaremos 
después á determinar la relación analitica entre el paráme- 
tro & y el parámetro c, y repitiendo todo lo expuesto tiasta 
aquí, llegaremos á otra relación, que representaremos por 

■i^\b.c,A(a.d),Bia.d)l - o. 



Podremos todavía, y deberemos, determinar experimen- 
talmente la iey de variación entre c y d; y repitiendo todas 
tas consideraciones anteriores, y suponiendo, para fijar las 
ideas, que tampoco entran más que dos consfantes en esta 
nueva relación, se tendrá análogamente á los casos prece- 
denles, 

^.,\c,d,A,{a.b)B.,{a,b)\ - o. 
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Y aun deberiamos hacer nuevas combinaciones, dos á dos, 
entre a, b, c, d, por cuyo tnedio se llegaría á un conjunto de 
ecuaciones eníre diclios parámetros, en cada una de las que 
entrarían dos de los parámetrns como variables de una curva 
empírica y varias constantes, que dependerian para cada caso 
de los otros dos parámetros. 

Sean, pues, abreviadamente las ecuaciones, 

^ = 0, 9i = 0, 93 — 0... 

Ciaro es, que la fornia de cada una de esfas ecuaciones, 
mejor dicho, la forma aparcnte. será dislinta, como son dis- 
tintas las ecuaciones de las curvas por las que se corta una 
superficie, según sea el plano de la sección paralelo á dis- 
tinto plano coordenado. 

Así, por ejemplo, en el que presentamos como tipo res- 
pecto á un gas, la primera curva era una hipérbola referida á 
sus asíntotas y la constante era una función de la tempera- 
tura. 

Y en cambio, la segunda ecuación era la de una recta, cu- 
yas coordenadas representaban ej volumen y la temperatura, 
y las constantes debían ser funciones de la presión. 

Pero aunque las formas de o, c,, t^.^, ... sean diferentes 
en la apariencia, en realidad, lodas deben ser iguales á una 
función única que antes !a designábamos por 

/(o, b, c, d) = 0. 

Lo que liay es, que agrupando de cierto modo dos de 
los parámetros respecto á los otros dos, / toma las formas 



Y aquí se presenta este problema de análisis: dadas las 
formas parciales a, «,, =g,.. determinar A, B, C, Ai, S,... de 
modo que todas ellas se reduzcan á una forma única f ^ o. 

Para no perlurbar la niarclia de las ideas generales, que 



Á 
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I voy exponiendo, no me ociiparé en la solución de! problema 
que acabo de plantear; diré tan sólo, que el procedimiento 
para resolverlu puede ser éste. 

Eliminar entre dos de las ^ uno de los parámetros, a por 
ejemplo, ó suponer que se elimina; y como la ecuación que 
resultase seria una ecuación en b, c, d, y esta última ecuación 
debe ser una identidad, s» derivada con relación á ft, c, ó d, 
ha de ser nula, lo cual nos conduciria á variar ecuaciones en 
diferenciales parciales de las A. B,... 

Para fiiar las ideas y no entretenernus mucho en este pro- 
blema accidental, apliquemos la regla precedente al problema 
de los gases tratado en la anterior conferencia, 

Las dos ecuaciones tenian la forma siguiente, según aca- 
bamos de explicar: 

pv ^A(t), 
v^-=B(p)-\-C(p)t. (1) 

Eliminando v tendremos: 

plB{p)-^C{p)t]^A(t). 

Diferenciando esta ecuación respecto á /, como dicha ecua- 
ción es una identidad. porque no puede existir relación nin- 
guna entre las dos variables independientes p y t; ü si se 
quiere, porque debe ser una identidad el resultado de elimi- 
nar un parámetro cualquiera entre dos ecuaciones idénticas, 
se obtendrá 

pC(p)-=A{l). 



Esta ecuación serta absurda por las mismas razones que 
hemos dado antes, á saber: porque no puede existir una re- 
Iaci6n entre p y t, Á menos quc no se reduzca á una igual- 
dad en que desaparezcan ambas letras. 
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Así, A (t) debe ser una constante /tz, y á la misma cons- 
tante debe reducirsep C(j)). 
De 

A'{t) = m 

resulta integrando 

A{t) = mt + n. 

Y por otra parte 

m 



C(p) = 



puesto que entonces 

pCÍp)^ m. 

En resumen, tenemos 

A{t) = mt-\- n; 

CÍP)=^, 
P 

y las dos funciones (1) se convierten en 

pv = mt -\- n, 
v = B(p) + -^. 



Es evidente que para que estas dos ecuaciones coincidan 
basta qué tengamos 

Bip)=f, 
pero en rigor con substituir tn p[B (p) -{- C (p) t] = A{t) 
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los valores de C (p) y i4 (/) se obtiene el valor anterior. En 
efecto; de 

P[BÍp)+—t] = mt + n 

P 

se deduce 

B{p)=-. 
P 

En suma, las dos ecuaciones están dentro de la forma ge- 
neral 

pv = n -\- mt, 

ó bien 



•pv := m 



(^-) 



que es idéntica, salvo la notación á 

pv =R{273 + t) = RZ 



con tal que tengamos 



R= m, — = 273. 

m 



Todo lo que en estas conferencias, al menos por ahora 
tenemos que decir de la Física experimental , queda clicho. 

Hemos expuesto el programa general de esta ciencia, al 
menos en su forma externa : 

1 .** Observar un fenómeno. 

2.** Reproducirlo experimentalmente si es posible; y si no 
lo fuera, la ciencia sería de observación, no sería experi- 
mental. 

3.** Por semejanzas y diferencias, agrupar los elementos 
del fenómeno. 



4." Señalar y djstinguir las magnitudes físícas Ó paráme- 
tros que lo determtnan en todas sus partes. 

5." Señalar los que pueden considerarse como variables 
independienles y los que son funciones de los primeros y 
fijar sus unidades de medida. 

6." Determinar experimentalmente las relaciones numé- 
ricas entre cada dos de etlos, con lo cual se obtendrán va- 
rias relacioncs analiticas. 

7." Determinar una relación analitica y algunas veces va- 
rias entre todos los parámetros; relaciones que lian de com- 
prender las leyes parciales, como en el ejemplo tantas veces 
cttado, pv - RT comprende á las leyes de Mariotte y Oay- 
Lusac ; y 

8." Del estudio de dichas ecuaciooes, deducir todas 
las consecuencias analiticas posibles, que se traducirán en 
la naturaleza en raodos y accidentes del fenómeno estu- 
diado. 

Ciaro es, que todo lo dicho se refiere á un determinado 
fenómeno. Pero la Fisica experitnental liene que estudiar 
otros muchos, y para cada uno de ellos, obtendrá sus fór- 
mulas; que la Fisica experímenlal elevada á la categorfa de 
ciencia, no puede hoy, en tnanera alguna, prescindir del 
auxilio de las Matemálicas. Ahora bien; asi como en la Na- 
turaleza los fenónienos se combinan, dando lugar á fenóme- 
nos cada vez más complejos, el fisico tendrá también que 
combinar todas sus fórmulas para ver si de esta combinación 
resultan fórmulas nuevas que expliquen el nuevo fenómeno 
complejo. 

Y aqui la Física experimental empieza en cierto modo á 
rozarse con la Fisica mateniática. 

Pero en este esfuerzo, para llegar á la unidad. tropieza 
con grandes dificultades porque sus fórinulas son f6rmulas 
empiricas, y aunque se ádapten á las aplicaciones numéri- 
cas, dificilmente se funden unas con otras. 

Por ejemplo, puede haber obtenido, como fórmula empí- 



rica, una clipse, para lo que en rigor era una cicloide, y mal 
se avienen para las combinaciones analíticas de iin fenóme- 
no complejo, fonnas tan diversas. 
Ya esto, procuraremos explicarlo con más claridad en 

otraocasión. 



Continuaiido nuestra tarea de presentar una serie de ejem- 
plos, en que se marquen las diferencias, ya señaladas, que 
existen entre la Fisica experimental y la Fisica matemáttca, 
presentenios otro más, el de la reflexión de un rayo de luz 
sobre un espejo plano. 

Este es un hecho obscrvado por todo el mundo, y cual- 
quier primitivo aniante de la ciencia también lo observó hace 
muchos siglos. Se observa, decimjs, y aqui empieza la ex- 
periencia, que si se aisla en un manojo de luz, por medio de 
un tubo. un filcte luminoso, 6 sea lo que se liania un rayo de 
luz, y se le hace caer bajo cualquierángulo sobre un espejo, 
no sc extingue, por regla gencral , sino que continúa en cierta 
dirección distinta de la quc traía. 

Y el experimentador, después de haber observado el fe- 
nómeno y de haberlo repetido varias veces, marca los pará- 
metros, los cuales, á primera vista, y sin descender á ma- 
yores profunclidadcs del fenómeno, son cuatro: ángulo del 
rayo incidcnle con el plano del espejo, que llamaremos /; 
plano perpendicular al espejo, de dicho rayo, ó sea Pi; án- 
gulo del rayo reflejado siempre con el plano del espejo, que 
se llama ángulo de reflexión, y representarcmos por R; y 
plano normal al espejo de dicho rayo, que designaremos 
por P,. 

Resultan cuatro parámelros /. P,, R. P,. 

O sean las cantidades Irigonoméfricas que los determinan. 

La Física experimental, podemos decir, si razonamos en 
términos abstractos, no formula ninguna hipótesis, ni sabe 
b que es la luz, ni lo que represciita el espejo, ni lo que 
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es, en ei fondo, el fenómeno de la reflexión: no ve más que 
hechos concretos, determinados, y en ellos magnitudes que 
sabe medir, porque sabc medir ángulos; y además su mi- 
sJ6ii está reducida á buscar rclaciones anatftícas entre los 
cualro parámetros indicados, 

Claro es qiie la Física nunca se !ia resignado á este papel 
puramenle pasivo; que desde el primer momento de su His- 
torÍ3 ha mezclado la hipótesis á la experiencia, el esfuerzo 
por penetrar en el seno de las cosas, a1 nienos por raspar en 
su superficie, con la experiencia propiamenle dicha, escueta, 
severa, imparcial, sin prejuicios, sin teorías a priori. 

Esta Fisica experimental de que veniamos hablando es una 
ciencia positiva pura, en que se anula la liipótesis, ó se re- 
duce á un mínimum; una ciencia que observa, mide y escri- 
be en fórmulas empiricas las leyes de los fen6menos, 

Llevadas á este extremo !as cosas, la Fisica experimental 
histórica no es la Fisica experimental que vamos describien- 
do; fué, por el contrario, desde su origen una Fisica experi- 
mental que preludiaha en cierto modo la Fisica matemática 
del siglo XIX. Pero ha llegado el momento de deslindar los 
campos y marcar las fronferas, para que cuando convenga 
fundir en una gran sintesis ambas ramas de la ciencia total, 
se sepa lo que cada una de ellas pone en cl gran concierto 
y en la final concordia. 

Pero sigamos con nuestro cjemplo. 



EI problenia, desde el punto dc vista de la Flsica experi- 
mental. ya hemos dicho en qué consisle: buscar relaciones 
cntre los cuatro parámelros /, P/, R, P, ó enlre las líneas 
trigonométricas que los determinen. 

Las que pudiéramos Ilamar variables independientes, son 
dos /, /*(,■ las dos funciones que deben determinarse en va- 



^^ 



lores de las primeras, es decir. las dos variables dependieii- 
tes, son las dos restantes R, P,. 

Y el procedimiento es bien seiicillo: tomar un espejo, ha- 
cer caer sobre él un rayo de luz, el cual, por su posición, 
determinara / y P„ y medirpara cada caso los otros dos pa- 
rámetros ó las líneas trigonométricas correspondientes. 

La experiencia da en primer lugar, que los dos pla- 
nos Pi y P, coinciden, y fenemos, pues, esta primera ley: 
el rayo incidente y el rayo reflejado, están siempre en el 
misino plano normal al espejo. Simbólicamente podemos es- 
críbir 

P, - Pr. 

Sólo nos queda por buscar la relaci6n entre los ángulos 
¡yP. 

Un circulo graduado, perpendicular al plano del espejo y 
dos alidadas que determinen las direcciones del rayo inciden- 
te y del rayo reflejado, es decir, el aparato bien conocidode 
Fisica, ú otro análogo, por ejemplo, el que se sirve de un 
astro y de su imagen reflejada; nos determina la segunda ley 
de reflexión, que es ésta: el ángulo de incidencia es igual al 
ángulo de la reflcxión, ya se midan con relación al plano, ya 
respecto á la normal; ó analiticamente 

/- R. 



Asi el problema de la reflexión, queda experimenlalmente 
restielío. 

Claro es que este problema es mucho más complicado y 
contiene más elementos, pero para nuestro propósito, con lo 
dicho basta. 

E! fisico ha determínado una ley constante, invariable, in- 
discutible; es dicha ley. como hemos repetido tantas veces, 
y como lendremos que repetir olras muchas, la condensa- 
ción en una fórmula de multitud de hechos. 
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La Fisica matemátrca aspira á muclio más; pretende saber 
lo que es la luz, lo que es la reflexión y por qué en este fe- 
nómeno se verífica siempre, salvo casos excepcionales, la 
relación 

I R: 

y además necesita explicar la coincidencia de los planos 

Pi y Pf 

Claro es que no podemos penetrar en el fondo del proble- 
ma, porque tendríamos que dcsarrollar la teoria matemática 
de la luí. y aún no hemos llegado á ella; pero al menos ha- 
remos algunas indicaciones generales, que den á conocer á 
mis oyentes, por qué mctodos lan distintus de los emplea- 
dos por la Fisica experimenlal, resuelve el problema la Fisi- 
ca matemática. 

Aqui, como en el probiema de los gases, se parte de 
una hipólesis. 

Allá suponiamos una constitucióii determinada para los 
gases; aqui, suponemos otra constitución determinada para 
la luz. 

Allá hablábamos de las moléculas y de sus movimientos; 
aqui hablaremos del éter y de sus vibraciones, que movi- 
mientos son también. 



Pero ésta á que acabamos de referirnos, es la última 6 la 
penúltima hipótesis rcspecto á la luz. Antes hubo otra hip6- 
tesis, la de la emisión, que es análoga, en cierto modo, á la 
teoria cinética de los gases. 

Suponiase en la teoria de laemisión, que la luzestabafor- 
mada por el movimicnto de una serie infinita de corpúsculos, 
como hemos supueslo, quc los gases estaban formados de 
una multitud de moléculas. 



t 



Y como ellas, en la hipótesis de la emisi6n, dichos cor- 
púsculos infinitesimales eran eminenlemente elásticos. 

Y sólo con esto, qiiedaba explicado el fenómeno de la re- 
flexión por la teoría mecánica del choque. 

Una esferilla etástica, al chocar conlra una superficie elás- 
tica lambién, se refleja formando el ánguio de incidencia 
igual al de reflexión, y los dos planos normales, el de inci- 
dencia y el de reflexión, coinciden en uno solo. 

Lo cual se demuestra en Mecánica por manera bien sencilla; 
la velocidad de la esferilla al llegar al planu se descompone 
en dos: una paralela á dicho plano, otra según la normal. 

La paralela se conserva inalterable, la perpendicular al 
plano, después del choque, conserva su valor, pero en sen- 
;fldo contrario, exactamentc lo que dijimos en el ejemplo de 
'ÍOs gases, cuando la velocidad u se convertia en - u. 

Y determinando la resultante entrc la componente parale- 
1a al plano y la velocidad ii, habremos haliado la direc- 
ci6n del rayo reflejo, que por la igualdad de ambos rectán- 
gulos, los de la descomposición y composici6n de las velo- 
cidades, formará con sus lados respectivos los mismos án- 

i^os que el rayo incidentc. 

Es imposible explicar de una nianera más sencilla ni más 
incordante con la experiencia, el problema de la reflexión. 

Y sin embargo, esta teoría es falsa, 6 al menos, por fal- 
5e di6 (y probablemente lo será) ai substituir la teoría de 
ondulaciones á la teoría de la emisi6n. 

La hemos citado precisamente con este objeto; para de- 
lostrar los peligros y las desventajas de los métodos que 

iplea !a Fisica malemática. ya que sean tantas sus venta- 
[as, su grandeza y su fecundidad: hemos de ser imparciales. 

La Fistca expcrimental nunca da la unidad definitiva de la 
Ciencia. por más que la procure. La Física matemática da 
grandes unidades, y unidades grandeinente fecundas; pero 
sus teorías, como están fundadas en hip6tesis, á merced de 
las hipótesis se encuentran á cada insfante, y siempre pen- 




dientes dc los fallos nidos, pero iiiapelablcs de la expe- 
riencia. 

Esta teoria de la emisión, explíca admirablemente la re- 
flexión de la luz, al inenos en el caso sencillisimo á que nos 
hemos referido; pero la cxperiencia demostró, que era impo- 
tenle, de todo punto impotente, para explicar otros muchos 
fenómenos de la Optica, y fué preciso desecharla. 

Explicaba la reflexión; ¡qué importa! 

El eminente matemático Mr. Poincaré, ha demostrado, y en 
estas conferencias reproduciremos su demostración, que si 
un fenómeno de la Fisica se explica por una teoria mecánica, 
otras muchas teorias mecánicas pueden explicarlo también. 

Precisamente el ejemplo que vainos estudiando nos lo de- 
muestra. 

Hemos demostrado, 6 htmo& explicaiio, la reflexión de la 
luz en una hipótesis. la de los corpúsculos luminosos, ó si 
se quiere, corpúsculos de éter; vamos á explicarla también 
por la teoriade las ondulaciones. aunque de una manera rá- 
pida y superficial, como antes deciamos. 



En la nueva hipótesls, se supone que lodo e1 espacio, e1 
espacio inmenso que nos rodea, y los espacios intermolecu- 
lares de los cuerpos. están llenos por un flúido enitnenle- 
mente sulil y eminentemente elástico, á que se da el nombre 
de éter. 

A decir verdad, esta hipótesis es un poco vaga, porque 
no sc ha precisado de una manera concreta y matemática la 
naturaleza intima del éter. 

Para nuestro objeto, provisionalmente, y sin perjuicio de 
discutir estas teorías en otra ocasión, supondremos que el 
éter se compone de átomos de masa minima y que entre 
unos y otros se ejercen fuerzas repulsivas centrales, funcio- 
nes de la dislancia. 



Estas no son más que adaraciones ó definiciones de la hi- 
pótesis fundamental. 

Dada esta hipótesis dei éter, se supone que la tuz consiste 
en la vibración de dicha substancia etérea, lo cual es, en ri- 
gor, otra segunda hipótesis. 

Pero con estas dos Jiipótesis tenemos bastante para crear la 
teoría matemática de la luz: el éter, con la constitiición inter- 
na que hemos expUcado, y después las leyes de la Mecánica. 

En Fisica matemática. tal es la teorfa de la luz: movi- 
mientos vibratorios, que se extienden por toda la masa eté- 
rea, como las olas se extienden sobre la stiperficie ílel mar, 
como las ondas acústicas se extienden por el aire y se comu- 
nícan á todos los cuerpos, ó como las vibraciones dé los 
cuerpos mismos. 

Ni una sola experiencia para constituir la teoria: la hipó- 
tesis y las leyes de la Mecánica. 

Decimos ni una sola experiencia, y esto necesita cxpli- 
cación. 

Ninguna experiencia, al principio, para resolver el pro- 
blema; toda la Física experimcntal al fin, para comprobar 
las fórmulas y determinar los coeficieiites numéricos. No se 
olvide, que asi como explicábamos una Fi'sicá experimental 
sin ninguna hipótesis, lo cual era en cierto modo una abs- 
tracción, que necesitábamos para nuestras explicaciones, asi 
también estamos explicando una Física matemática, que es 
puramente idealista; pero en la realidad, los términos más 
opuestos necesitan ponerse en relación y el físico acude á 
ciertas hipótesis, y el malemático busca de cuando en cuan- 
do lerreno firme en la experiencia. 

Sobre esta idea tendremos que ínsistir todavía algunas 
veces. 



Sea AA' un espejo cuya nonnal en el centro será ON 
(figura 3.'). 




Representemos por CBAD un rayo de luz. 

Admitimos, sin demostración , qiie este rayo de luz se 
compone de pianos de vibración PP', QQ', BA, y que en 
estos planos todas las molículas del éter vibran según li- 
neas paralelas. 

Admitimos también sin demostración esta proposición de 
Fresnel: que todo punto dt;l éter at cual llega una onda vi- 
branle. que en este caso particular será un plano, se con- 
vierte á su vez en centro de vibraciones. transmttiéndose por 
ondas esféricas, que se dilatan con una velocidad determina- 
da V. 

Seguímos dando por demostrado que. asi como sobre la 
superficie del mar, ciiando á un punto de dicha superficie, 
Ilegan dos ondas concordantes, es decir, que tienden á co- 
municar al punto velocidades en el mismo sentido, se suman 
éstas, resultando en dictio punto, mayor la ondulación, lo 
mismo sucede con las ondas etéreas; y que sucede lo con- 




rario cuando son en sentido opiiesto los movimientos que 
ambas ondas tienden á comunicar al átomo etéreo. 

De aquí resulta, que cuando una ó varias ondas llegan á 
un punlo dcl éter, liay que saber si los movimientos son 
concordantes ú opuestos. 

Por último, admitiremos sin pretender demostrarlo (en la 
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teoría matemática de la luz se demuestra y lo demostraremos) 
que cuaiidu la onda plana avanza, no liay que tener en cuenta 
para cada punto, sino e! efecto de los puntos que se encuen- 
tran en la normal ó inmediatos á ella. 

ÍTodas estas proposiciones no son hipotéticas, son conse- 
cuencias mecánicas de la teoria ondulaloria de la luz; pero 
como aquí no pretcndemos desarrollarla . sino dar una idea 
más ó menos vaga de una de las demosfraciones de la re- 
flexión de la luz, demostraciones que pueden verse en cual- 
quier tratado de Fisica, nos confentaremos con lo dicho. 

»Sea ahora C' A A' D' el rayo de luz reflejado. 
Si en el rayo incidente consideramos un filete ó una suce- 
stón de átonios de éter en la linea / T, vamos á demostrar que 
el filete reflejado TR, forma con la normal ON el mismo án- 
gulo que la linea IT. 

»_ En priincr iugar, ¿cuál será la onda reflejada? 
Cada filete /T, al llegar al punto Tdcl espejo, convierte 
dícho punto en un centro de vibración, de suerte que al cabo 
de algún tiempo, tendremos una onda esférica vibrante bc 
cuyo centro será el punto T. 

Y si para cada punto del espejo decimos otro tanto, ten- 
dremos otras tantas ondas esféricas, que al iJegar á los dife- 
rentes puntos de! éter, serán concordantes ó discordantes, y 
^L darán puntos vibrantes de luz ó puntos de sombra. 
^H S¡ trazamos ahora. para simplificar la demostración, una 
recta A B" simétrica con \a AB respecto aj espejo A A', pro- 
longando 4 £>' hasta B", podremos demostrar que vl' B' 
paralela á AB" es precisamente la onda plana reflejada. 

En efecto, el punto vibrante a de la onda plana AB, al 
transmitir su vibración al punto íj', ha recorrido el cami- 
no í7 7" -|- el camino Ta', que por la simelría, respecto al es- 
pejo, de las lineas Ta y Ta", será igual á la linea a" a", 6 
sea A' B". 

Es io mismo que si la onda plana vibrante fuera A B'", y 
hubiera engendrado directamente la onda A' B'. 
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Como lo que hemos dicho del filete /7" pudiéramos decir 
de otro cualquiera, resulta que, en efecto, todas las ondas 
esféricas análogas á la bc, llegan concordantes á su envol- 
vente A' B\ porque todas recorren el mismo camino des- 
de AB. 

Y si esta es la onda plana reflejada, es claro que el rayo 
reflejado será el C'A B'D' que forma con la normal ON 
el mismo ángulo que el rayo incidente. 

Las vibraciones llegan á todo el espacio, desde los cen- 
tros del plano AA', pero se demuestra que en cualquier otro 
punto se destruyen y que sólo al plano A' B' y á sus parale- 
los llegan concordantes; esta concordancia entre las vibra- 
ciones, es precisamente ta que conslituye el rayo de luz. 

Hemos dado una idea vaga del problema, porque sóJo nos 
proponiamos presentar un ejemplo y en él vemos lo que tan- 
tas veces hemosdicho: la Fisica matemática, empieza por 
plantear ciertas hipótesis, que por lo regular, aunque no 
siempre, reducen el fenómeno físico, á un problema de Me- 
cánica. 

Planteado el problema no queda más que apHcar las ieyes 
de la Mecánica y los métodos de cátculo para tlegar al resul- 
tado final; que en este último problema, consiste en ta cuin- 
cidencia de dos ptanos y en 1a igualdad de dos ángutos. 



Presentemos otro ejemplo todavia, para ir recorriendo to- 
das las ramas de la Física: et de una esfera metálica cargada 
de etectricidad, 

La experiencia da, que en este caso ta electrícidad se acu- 
mula en la superficie, que en et interior no hay trazas de di- 
cho fénómeno, y que la acción de la capa esférica, es nuta 
sobre cualquier punto del interior. 

Este es un hecho tan sencilto. que al parecer, ni siquiera 
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está comprendido en la fórmiila que dábaraos para los pro- 
blemas de la Fisica experímental; en todo caso, servirá dc 
eleniento, como en efecto sirve, para otros problemas más 
compKcados. 

Pero claro es, que en nuestra fórmula general está com- 
prendido. 

Los parámetros son tres; carga e/éctrica en la superflcie, 
earga elécirica en un punto del interior. acción atractiva ó 
repuisiva sobre dicho punto. De suerte, que si 1a carga ex- 
terior la representamos por C, la carga interior en cualquier 
punto por c, y la fuerza por /, el problema se plantearía de 
este modo: buscar relaciones analiticas entre C, c y f: sólo 
que estas relaciones son bien sencillas en nuestro caso, 

c - 0, f ^ 0, 

independientemente de la carga C, que por razón de sime- 
tria suponemos repartida uniformemente sobre toda la esfera. 

Es el caso en que una función se reduce á cero. 

La Física experimentat acude á la experiencia, y nada más 
que á la experiencia para demostrar eslas leyes, 6 si la pa- 
labra ley parece sobrado jactanciosa en este caso, para de- 
mostrar estos hechos. 

Todo el mundo conoce los procedimientos que en Fisica 
se emplean para la demostración. Se fabrican esferas de me- 
ta! huecas, se deja en ellas una pequeña abertura y por esta 
abertura se introducen, ó planos de prueba, ó pequeños 
aparatos que demuestren la no existencia de electricidad en 
el interior y la no existencia de acciones eléctrícas; y resulta 



cn efecto, que ambos parámetros son nulos. 



c = 0, / = 0. 



Y no necesita el físico averíguar en qué consiste la etectri- 
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cidad, ni las leyes de su distnbución en los cuerpos conduc- 
tores, ni ninguna teoría á priori. 

No hay electricidad en la cara interior de la esfera, no hay 
infiuencia cléctrica en ningún punto de su hueco: esto no lo 
demuestra, to ve materiaimente en sus aparatos; aparatos 
que lia construido con arreglo á otra serie de hechos obser- 
vados, ó de hechos que provocó artificialmente; sobre la di- 
ferencia que existe entre lo uno y lo otro, algo diremos más 
adelante. 

En cambio la Fisica matemática, recoge los hechos obser- 
vados; porque casi sieilipre. no siempre, la Física matemáti- 
ca parte de hechos experimentales, y les busca explicación. 
Explicación que alguna vez se funda sólo en las leyes mate- 
máticas; explicac¡6n que otras veces, casi todas, está funda- 
da en las leyes de la Mecánica; explicación por fin que se 
apoya en otros hechos y en otros fenómenos, buscando de 
esta manera la unidad de la ciencia. 

Y sobre esto último, presentaremos más adelante un e]"ein- 
plo muy notable, cual es la reducción de los fenómenos mag- 
néticos á fenómenos eléctricos de la electrodinámica. 

Pero volvamos al fenómeno á que hace poco nos hemos 
referido: aasencia complcta de electricidad y de acciones eléc- 
íricas en el interior de un cuerpo conductor al cual se le ha 
comunicado determinada carga de electricidad; y vamos á 
probar, sin necesidad de acudir á la experiencia, que, en efec- 
to, la carga debe distribuirse en la superficie , que en el in- 
terior no puede existir electricidad libre, y que la resultante 
de la fuerza eiéctrica para todos los puntos interiores es nula. 
Claro es, que el matemático que pretende resolver este 
problema, no pretende imponer las leyes de su pensamiento 
á la Naturaleza, cuando más procura buscar alguna armonía, 
loda la armonia posible, entre la realidad fisica y la razón 
humana. 

Se parte, pues, en este fenómeno, como en todos los ante- 
riores, de una ó de varias hipótcsis, para ver, para cnsayar 
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pudiéramos decir, si con tales hipótesis, las leyes de la Me- 
cánica coiicuerdan con la realidad de! heclio observado. 

Y no á capricho hemos empleado la palabra ensayar, más 
adelante veremos, y ahora sólo apuntamos la idea, que todas 
estas teorias de la Fisica matemática, constituyen una verda- 
dera expcnmentación del orden racional; es, en cierto modo, 
la experimentación más perfecta, la que resutta de poner en 
contacto el fenómeno real y la feoria que forjó el pensa- 
miento. 

Para nuestro caso, se supone como ya hemos dicho otras 
veces, que la electricidad es un fiúido, quizá el mismo éter 
que sirve para explicar los fenómenos luminosos; flúido en- 
tre cuyos átumos existen fuerzas repujsivas centrales, es dc- 
cir, que van de átomo á átomo, y cuya intensidad depende, 
á la manera de la hipótesis newtoniana; del producto de las 

isas de ambos átomos y de una función de la distancia. 

Claro es, que sobre la naturaleza intima de la electricidad, 
se han hecho varias hipótesis, que todavia eslán en juego 
simultáneamente, algunas de las cuales se procura armonizar 
y no es dificil conseguirlo; por ejemplo, la de los dos flúidos 
yla del fiúido único, sin contar otras hipótesis más modernas. 

Nosotros supondremos en este ejemplo, que sólo como 
ejemplo presentamos, para ir marcando todos los caracteres 
de la ciencia á que consagramos estos Irabajos, que dos ató- 
mos eléctricos se repelen en razún inversa del cuadrado de la 
distancia. 

Es una hipótesis provisional. 

Pero con estas dos hipótesis nos basta para nueslro objeto. 
Y supondremos, para simplificar los cálculos, que se trala de 

la esfera de metal O {fig. 4."). 

Supongamos cargada dicha esfera, con cierta cantidad de 
:trícidad, que por razón de simetría, admitiremos dislri- 

tlda en capas esféricas de igual densidad alrededor del cen- 
O de la esfera principal. 

En general, la carga eléctrica en un punto M, sería una fun- 
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ci6n de las coordenadas de este punto, y otro tanto podre- 
mos decir de la fuerza eléctrica que sobre éi actúe, de suerte 
que tendríamos 

c = -'c{x,y,z); /= ^fix,y.z). 

Y vamos á demostrar que ambas funciones Oc y/c son nu- 
las, excepto en la superficie. 




Empecemos por calcular ta fuerza ?/: es un cálculo elemen- 
tal, que casi no valía ía pena el recordario; pero en fin, no 
queremos dejar nada incompleto en estas conferencias, que 
como preparación para estudios más elevados, son por hoy 
de carácter elemental. 

Para estudiar la influencia de toda la masa eléctrica, que 
suponemos repartida en la esfera metálica, consideremos dos 
casos: 

1." Acción de una capa esférica cualquiera 06 Bj4 de 
radio fí que envuelva a1 punto M. 

2." Acción de la esfera de radio r que pase por dicho 
punto Af ó á pequeñisima distancia de él. 

Para estudiar la acción de la capa esférica, haremos pasar 
por M infinitos conos, sumamente estrechos y que terminen 
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en dicha capa esférica, prolongándose al efeclo por ambos 
lados del vértice. 

Sea M A B a b uno de estos conos, el cual determinará en 
la expresada capa esférica dos masas muy pequeflas de elec- 
tricidad ab y AB. 

Y lo que digamos de este cono. diriamos de todos los 
demás. 

Pero es evidente, que las acciones út ab y A B sobre el 
punto Aí son iguales y contrarias y se equilibran. 

En efecto, llamando [x á la masa de M; y L, l á las distan- 

cias MA, Ma, tendremos: 

nr-iJADi, (*>= masa-4fi 
Repulsión de 4 S sobre ;* — — — — ¡ 

_,.,,,, V. X masa a b 
Repulsión de a o sobre [i ; 

y es claro que las distancias MA, AíBson próximamente 
iguales y podemos poner una ciialquiera de ellas en el de- 
nominador. 

Podemos repetir otro tanto respecto á las distancias Ma 
y Mb. 

Además: masa AB --= densidad elécfrica x área AB 

y masa ab = densidad eléctrica >í área ab. 

Ambas densidades son iguales, porque pertenecen á la 
misma capa esférica, y representándolas por S, y poniendo 

porárea>ÍSsu valor/lZ) y por área ab el suyo 

ad , toda vez que los ángulos BA D y bad son igua- 

les por una propiedad bien conocida de la esfera, resultará 
por fin, prescindiendo de la constante; 



Repulsión de .4 B sobre ¡x = 
y repulsión de ab 




(*.o. AD 
L' COS a 

l>. .0 . ad 
l* COS a 



Pero estas expresiones son evidenlemente iguales, puesto 
que se sabe que 
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luego el punto M eslá en equilibrio bajo la acción de estas 
dos fuerzas. y por lo tanto tjajo la acción de la capa esférica 
que consideramos. 

SÍ en M existiese una masa eléctrica jji, niguna acción ejer- 
cerían sobre ella todas las capas esféricas que !a envolviesen 
hasta Uegar á la superficie. ni la clectricidad de la superficie 
tampoco. 

Estudiemos ahora la acción de la esfera OM de radio r. 

Se sabe que esta accíón es la de toda la masa de la esfera 
reunida en su centro, y, por otra parte, la demostración es 
bien sencilla y está en todos los tratados de Mecánica. 

De suerte que dicha esfera de radio OM = r dará una re- 
sultante en dirección de dicho radio que arrojará forzosa- 
mente á la partícula Af á la superficie hasta llegar á A''; por- 
que en cualquiera otra posición podriamos repetir el mismo 
razonamiento. 

Luego hemos demostrado ambas cosas: que no puede 
existir electricidad en cl interior de la esfera, y que, por lo 
tanto, no existiendo más que la capa esférica de la superfi- 
cie, su acción debe ser nula en cualquier punto del interinr 
en el cua! colocásemos una masa eléctrica. 

Realmente la razón queda más satisfecha ante la necesidad 
matemática del fenómeno, que ante el resultado de cualquier 
experiencia; pero en este caso, como en todos los que he- 
mos citado y en todos los que citaremos, los métodos de la 
Fbica Maiemática tieiien uii pccado original: las fiipótesis 
de que parten. 

¡Acaso en su pecado está su fecundidad y su grandeza! 
Pecado y peligro, repetimos, porque ¿quién nos dice que 
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la filectricidad sea un flúido de fuerzas internas repulsivas? 

¿Quién nos dice, sobre todo. que estas fuerzas sean cen- 
trales, y que varíen en razón inversa del cuadrado *de las 
distancias? 

¿No podría ser otra la potencia del denominador, no po- 
dria ser otra la forma de la función? 

Aforfunadamente. en esle caso, la experiencia comprueba 
y da valor relativo á la teoría. 

En cambio, la teoria explica el resultado de la experien- 
cia, reduciendo el fenómeno físico á un fenómeno de Mecá- 
nica, y da tranquilidad en cierto modo á la razón humana, 
que goza con especialisimo goce estético. siempre que en- 
cuentra perfecta concordancia entre las leyes del mundo ma- 
terial y las leyes del pensamienlo. 



Señores: 



Todavia en esta conferencia, y en algunas otras, hemos 
de continuar desarrollando el mismo tema, planteado el pri- 
mer día en que tuve el honor de dirigirme á los que me hon- 
ran con su asistencia, y que ha de constituir en cierto modo 
ia introducción al estudio de la Fisica matemática, que me 
propongo, sin perjuicio de lo que Dios disponga, desarrollar 
en una serie de cursos acadtmicos. 

El tema á que me refiero es ésle: Carácter de la Flsica ex- 

perimenlal y de la Fisica matemática. — Sus diferencias y sus 

relaciones. 

"Y para ello, el método que he escogido como e! menos 

•írido, más práctico y que á mejores resultados conduce para 
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lo sucesivo, es el de examinar una serie de ejeniploB ó de 
ploblemas concretos, resoiviéndolos por la experimentación 
primero, y después por la aplicación de las matemáticas, que 
es to propio de la Física que lleva este nombre. 

Hemos estitdiado hasta aquí tres ejemplos: el de los ga- 
ses, el de !a reflexión de ¡a luz y el de Ía distribución de la 
eleciricidad en un ciierpo conductor. 6 mejor dicho el de un 
hecho concrelo que á este último problema se refiere. 

Y siempre hemos encontrado los mismos caracteres para 
las dos ciencias, ó si se quiere para las dos ramas de la 
ciencia única, á que dedico estas conferencias. 

La Ffsica experimental no acude, si ha de conservar la pu- 
reza de su carácter, á ninguna hipótesis; observa hechos, los 
estudia, los reproduce, determina en cada uno de ellos los 
parámetros fisicos de que dependen, busca unidades de me- 
dida para todos ellos, deduce fórmulas empiricas para cada 
dos de estos parámetros y, por último, una fórmula general 
que comprenda todas estas fármulas parciales. Pero á esta 
especie de síntesis de lo que hasta aqui llevamos explicado, 
por lo que á la Física experimental se refiere, debemos agre- 
gar hoy tres observaciones. 

1." Que entre los parámetros ó cantidades fisicas de las 
que depende cada uno de los problemas de la Física, que 
son como si dijéramos las variables de la función íinaU que 
representa matemáticamente la ley del fenómeno. deberá 
contarse alguna vez el liempo. Ninguno de los ejemplos has- 
ta ahora citados comprende dicha variabie; pero hay otros 
muchos ejemplos en que ha de contarse con ella, y en rigor, 
aunque no de una manera explícita. en todosdebiera apare- 
cer; porque lus problemas de la Fisica, más bien son de Di- 
námica que de Estática. Sobre esle punto, algo tendremos 
que decír más adelante. Por ahora, no conipliquemos las 
cuestiones con ideas accesorias. 

2.' Es la segunda, que las relaciones entre los paráme- 
tros que expresan la ley de cada fenómeno, pueden presen- 



rse de dos modos, esto sin salirnos de los limites de la Fi- 
1 experimeiital : ya en forma de ecuaciones de férminos 

finitos, ya en forma de ecuaciones diferenciales. 

En los tres ejemplos citados, ocurre el primercaso; así re- 

cordarán mis oyentes que en el problema de losgases llegá- 

bamos á esta fórmula final : 

L pv = RT. 

En el problema de la reflexión de la luz, á esta sencilHsi- 
ma fórraula, también en términos finitos: ángulo de inciden- 
cia jgual á ángulo de reflexión, ó sea 



/ = 



Y, por último, en el problemade la electridad, todavia las 
ffrrmulas finales tenían este carácter, y el más eiemental po- 



Es decir, carga en el interior del conductor y fuerza eléc- 

Iríca, ambas nulas; en vez de ser ambas dos funcíones de 

t y z, como sucederia con otras leyes de repulsión eléctrica 

ifllstintas de la que escogimos. 

Y, sin embargo, en ei ejemplo de los gases, ya pasamos 

: una ecuación diferencial, cuando establecimos que, á 

^aldad de presiones, la diferencial del volumen era igual á 

a constante muitiplicada por la diferencial de la tempera- 

iiv' ^ vadt. 



En muchos casos, sin embargo, volvemos á repetirlo, las 
s de los [enómenos fisicos, aun dentro de la Fisica expe- 
, se expresan por ecuaciones diferenciales de los pa- 
tetros, que determinan y definen cada fenómeno. 



Eslo sucede stempre que es más fácil determinar las rela- 
ciones diferenciales, que las relaciones entre valores finitos 
de las variables; ocasión tendremos de comprobar estas ob- 
servaciones, y para no citar más que un caso, y quizá el 
más elemental. esto sucede en la fórmula del enfriamiento, 
según la teoría de Newton, como todos mis oyentes recorda- 
rán, Precisamente en este problema se presentan las dos cir- 
cunstancias indicadas, las ecuaciones son diferenciales, y 
entre las variabtes entra el tiempo. 

Porque no deben olvidar mis oyentes. que la Física expe- 
rimental no deja de serlo porque emplee fórmulas matemáti- 
cas, ni porque emplee ecuaciones diferenciales; toda ciencía 
en su más alto grado de perfección , á las Matemáticas y á 
sus fórmulas tiene que acudir; lo que le da el carácter de ex- 
perimental, es, que esas fórmulas, de la experiencia están 
inducidas, y no de ninguna teoría abstracta, ni de ninguna 
fiipótesis primitiva; por más que la Fisica experimental de 
hoy, y la de siempre , faltando á su verdadero carácter, acuda 
á tiipótesis parciales. 

De aqui resulta, como ya hicimos observar otras veces, 
que la Fisica que se enseiaa es en cierto modo una mezcla de 
Fisica experimental y de Física matemática. 

Precisamente lo que queremos en este estudio, es deslin- 
dar los campos, sin negar por ello á la ciencia en general el 
derecho de acudir á todos los recursos y á todas Jas combi- 
naciones posibles para el descubrimiento de la verdad: la 
práctica y la teoría. 

3." Una última observación debemos hacer. 

AI hablar de la Fisica experimental, nos hemos fijado 
principalmente en la observación de los hechos, 6 sea en el 
estudio de la Naturaleza, en la reproducción, dentro del labo- 
ratorio, de estos hechos y en la determinación de sus leyes; 
y con ello parece como si coartásemos la libertad de acción 
y sobre todo de investigaci6n del fístco. 

Nada más lejos de nuestro ánimo. EI hombre de ciencia. 



no se contenta n¡ debe contentarse con estudiar los hechos 
que ante él se presentan; como el hombre no se contentó 
nunca en sus industrias con las fuerzas naturales, que ante su 
vista se presenlaban: la del viento, la de una calda de agua, 
la (uerza de sangre, que asl se llama, de los animales do- 
mésticos, la de sus propios músculos. 

Como no se conlenta el quimico con estudiar los cuerpos 
naturales. 

El inventor en la industrta, es en cierto modo creador; no 
crea ni materia ni fuerza, pero las dirije por nuevos cauces 
y las hace concurrir á delerminados fines. 

As! también el químico forma numerosos cuerpos com- 
puestos, sobre todo en Química orgánica, que jamás encon- 
tró en la Naturaleza; multiplica, por decirlo as¡, las combi- 
naciones naturales, y en cierto modo crea una nueva Quími- 
ca, aí no por el fondo, al menos por la forma. 

Pues de igual suerte el flsico no debe contentarse con oti- 
servar los fenómenos cuyas impresiones recoge por los sen- 
tidos: ni el astro que gira, ni el cuerpo que cae, ni la luz 
que ve, ni el calor que siente, ni la piedra imán que encuen- 
tre. Todo esto es mucho, todo esfo es inagotable, todo esto 
debe estudiarlo; pero tiene derecho á provocar nuevos fenó- 
menos, á multiplicar las combinaciones, á buscar algo nue- 
vo sin contentarse con lo que le salga al paso. 

La mayor parte de la Física moderna, hablamos de la Fí- 
sica experimental, se ha cr&ado de este modo: provocando 
nuevos hechos; golpeando, por decirlo de esta manera, á la 
Naturaleza, para que realice lo que no habia realizado espon- 
^mente. 

i la Naturaleza, á pesar de sus inmensas energias, ni 
( la locomotora, ni produjo multitud de cuerpos de la 

lilmica orgánica; y á pesar de disponer de inmensas ener- 
s eléctricas, ya estáticas, ya dinámicas, bien en tasnubes 

bipestuosas, bien en las sacudidas de los volcanes, bien 

I el mismo Sol 6 en las corrientes telúricas, es lo cierto, 
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que en ninguna formación geológica se ha encontrado nin- 
guna dinamo fósil. 

Así, pues, cuando liablamos de fenómenos naturales, que 
la Fisica experimental estudia. nos referimos, no sóio á los 
fenómenos observados, sino á'los que provoca el físico con 
su taíento, con su inventiva, con su genio, con su jnspira- 
ción, pudiéramos decir. 

Y aclarados estos puntos, como tendremos que aclarar 
otros varios, sigamos nuestra tarea. 



A los tres ejemplos estudiados liasta aquí, tiemos de agre- 
gar otro, el del eqailibrio de temperaturas. 

Realmente el físico no sabe lo que es el calor. 

Para él, no significa más que un hecho, óunaseriede he- 
chos, que tienen ciertos caracteres comunes. 

Tampoco sabe lo que es la temperatura. 

La temperatura es otro hecho, que de una manera imper- 
fecta, sirve de medida a¡ calor; la verdadera medida es el 
kihgrámeiro ó el caballo de fuerza. 

El calor produce cierta sensación en nuestra piel, lo senti- 
mos, y lo sentimos como cantidad, á cuyos diversos grados 
corresponden grados diversos de una misma clase de sensa- 
ciones. 

EI calor tiene otra propiedad, la de dilalar los cuerpos; 
pues el termómetro es una cotumna de mercurio, que cuan- 
do aumenta el fenómeno calorifico, aumenta también de vo- 
lumen. 

El termómetro es un fenómeno cuya esencia es por el 
pronto inexplicable, pero que se pone en relación con otros 
fenómenos tan inexplicables como él; aunque, por decirlo de 
este modo, dela misma familia. 

Pues bien, el fisico observa, que cuando dos cuerpos tie- 
nen distinta cantidad de calor (y ésta es una expresión 



vaga, pero inevitable al principio), la caniidad de¡ fenómeno, 
pudiéramos también decir, y permítaseme esta frase, que se 
explica por lo que dijimos en la primera conferencia, la can- 
tidad de fenómeno, repetimos, cambia en uno y en otro 
cuerpo. En uno aumenta, en otro disminuye, la sensación 
nos lo dice, tiasta que el fenómeno se equilibra en ambos 
cuerpos; y llegado este momento, la sensación que experi- 
mentamos no varia a! pasar de uno á otro cuerpo. Mas como 
la sensaciún es cosa muy incierta para servir de medida, la 
Física experimental tuvo que inventar e¡ íermómetro , la co- 
lumna de mercurio más 6 menos dilatada por el calor; y asi 
medimos, como deciamos en la primera conferencia, un fe- 
nómeno por el fenómeno mismo, lo desconocido por lo des- 
conocido, una X por otra X: asl el matemático, sin saber lo 
que valga una incógnita, le da un nombre, X, y escribe en 
sus cálculos 2 A", 3 A^, 100 X. 

Y el caso es, y sírva esto de esperanza á ía investigación 
humana, que á fuerza de calcular sobre la X y de buscar re- 
laciones para ella, al fin despeja Ía incágnita y llega á cono- 
cer su verdadero valor numérico. 

Si no podemos hacer tanto para las incógnitas de la Natu- 
raleza, algo conseguimos á fuerza de introducirias en tas fór- 
mulas de la Física experimental y de la Física matemática. 

Y ^sigamos con nuestro ejemplo y perdóneseme la di- 
gresión. 



Sean dos cuerpos, con distinta cantidad de calor, y la 
frase no es propia, ya lo hemos dicho; pero al empezar, mu- 
chas frases, tan impropias como ésta, emplean los sabios, 
con más motivo, los que no lo son, 

Sean, pues, tos cuerpos A y B, figura 5.'. á distinta tem- 
peratura: T, parael primero; /paraelsegundo. siendo rma- 
yor que /. 




¿Qué quiere decir que el cuerpo A está á la lemperatu- 
tura 7" y el cuerpo fi á !a temperatura /? 

Esto ya es claro, preciso: son dos hecbos perfectamente 
determinados. Poniendo el termómetro, que es un aparato 
también determinado, en contacto con A, la columna termo- 
métrica sube hasta la división que marca Tgrados. Ponién- 
dolo en contacto con el cuerpo B, la coUimna mercurial de 
este termómetro ó de otro igual, idénlico al primero, varíay 
senala la división t grados. 

Por último, acercando los dos cuerpos hasta que ejerzan 
influencia recfproca uno sobre otro, la primera coUimna baja. 



t^ 



la segunda columna sube, y acaban por señalar la mjsma 
temperatura. 

Y además, puede trazarse una curva en que las abscisas 
sean los liempos y las ordenadas las variaciones lermomé- 
tricas. 

Todos estos son tiechos para los que no se necesita nin- 
guna hipóCesís. 

Y de estos hechos se deduce la tey del eguilibrio de iem~ 
peraiura, y modificando las experiencias de cierto modo, la 
ley del enfriamiento. 

Y, sin embargo, como hemos dicho otras veces, en la ley 
de Newton se parte de cierta hipótesis, á saber, que la deri- 
vada de la temperatura, es proporcional al exceso de la tem- 
peratura del cuerpo sobre el ambiente; hípótesis que ha ser- 



- 63 - 

vido en cierto modo de base, más tarde, á la teoría del calor 
en su propagación por los cuerpos y á los inmortales trabajos 
de Fourier. 

Y es que, como ya hemos hecho observar, en su desarro 
Uo histórico, la Fisica empezó. y á decir verdad, sigue siendo, 
una combinación de experiencias é hipótesis. 

Ahora bien, dado el espíritu de la ciencia moderna, la Fi- 
sica experimental va desechando las liipótesis; y en cambio la 
Fisica matemática las aceptó franca y resueltamente, y enca- 
bezó con ellas todas siis teorias. 

Pero atengámonos nosotros por ahora á los dos crilerios 
extremos: ninguna hipótesis en la ciencia experimental; /o- 
das las que convenga en la Fisica matemática. 

Esto para marcar los caracteres de ambas ciencias, que por 
lo demás, ya se aproximarán y trabajarán de consuno una y 
otra. 



Veamos ahora cómo la Fisica matemática pretende resol- 
ver este mismo probiema del equilibrio de temperattiras. 

Lo hemos visto en los ejcmplos hasta aqui citados. 

La Física matemática empieza, como tantas veces hemos 
dicho, por establecer una hipótesis sobre la organización, 
permitaseme esta palabra, de los cuerpos que entran en cada 
problema de los que aborda. 

En el problema de los gases, empezaba por afirmar hipo- 
téticamente, pero al fin y al cabo afirmaciún era, que los ga- 
ses se componen de un número considerable de particulas en 
movimiento. En el problema de la reflexión, creaba el éter. 
En el probiema del equiiibrio eléctrico, creaba otro flúido ó 
quizá el mismo, dolado de fuerza repulsiva entre sus átomos. 
Después aplicaba las leyes de la Mecánica. 

La hipótesis mecánica ha sido la dominante en todo el si- 
glo pasado, y á ella se deben inmensos desarrollos de la 



ciencia y grandes iriunfos; y simplificando y generalizando 
las hip6tesis, llegaron los predecesores de Cauchy. el inmor- 
ta! matemático en siis grandes trabajos. y más tarde los dts- 
cipulosde éste, á una hipótesis mecánica más ó menos explí- 
citamente formulada, pero que nosotros podemos simbolizar 
de este modo. 

Todos los cuerpos se componen de partículas, que serán 
moléculas 6 átomos, ó serán agrupaciones materiales peque- 
ñisimas: en estas cuestiones no hemos de entrar ahora. 

Estas parfecillas, puede suponerse que están compuestas 
de dos elementos: un núcleo de materia ponderable y una 
atmósfera elérea. El núcleo representa las fuerzas atractivas. 
La atmósfera, las fuerzas repulsivas, aunque para relacionar 
dtcho flúido etéreo con la materia y organizar por completo 
el sistema, entre la materia ponderable y et éter se suponen 
también atracciones. 

En suma, cuando dos de estas partecillas están en presen- 
cía, se admite: 

1,° Que ejercen acciones mutuas y atractivas, centrales, 
iguales y contrarias. y que son funciones de las distancias. 

2." Que ejercen asimismo acciones repulsivas, mutuas, 
centrales y funciones de las distancias también. 

Además. así en las primeras como en las segundas, en- 
tran los productos de las masas, ya ponderables, ya etéreas. 

No defiendo ni combato la hipótesis, mc limito á expo- 
nerla, sin entrar en pormenores, en la parte que necesito para 
mi objeto. 

Dada esta hipótesis fundamental, que es una de las más 
generales que pueden concebirse, y en que para nadase ha- 
bla de cnlaces entre las diferentes partes del sistema, ni aqul 
existen tales enlaces, todo fenómeno de la naturaleza, 6 la 
mayor parte de ellos, se rcducen á un problema de Meci- 
nica. 

Porque en efecto. para explicar un fenómeno cualquiera, 
se admitirá que el sistema material á que se refiere, se com- 



pone de infinitos punlos, ó de un mjmero tan grande como 
sea preciso, m, m', m"... {fig. 6.'), distribuídos en el espacio, 
según cierta ley. que dependerá de la naturaleza del cuerpo, 
según sea homogéneo ó heterogéneo, isotropo ó cristalino. 



"T^^X/f' 



Todos estos puntos estarán sujetos dos á dos á fuerzas re- 
dprocas de la forma 



mm'f(r), — mm'f(r), 



en que m y m' serán las masas y / (r) representará la fuerza 
por unidad de masa en función de la distancia, fuerza que en 
rigor será la diferencia entre la fuerza atractiva y la fuerza 
repulsiva de que anies hablábamos. 

Y claro es, que si se fijan las condiciones iniciales, ó sean 
las coordenadas para el tiempo cero, x, y z... y las velocida- 
des V... de todas las masas en dicho instante inicial, si además 
se dan las fuerzas exteriores F, suponiendo que existan, el 
problema quedará perfectamente determinado: no habrá más 
que escribir las ecuaciones del movimiento para cada punto 
que serán de la forma 



d'-y 



enqueX, KyZrepresentarán lascomponeiites de lasfuerzas, 
tanto interiores como exteriorés. 

Inlegrando este conjunto de ecuaciones, la Fisica matemá- 
tica habrá preparado la explicación mecánica del fenómeno. 

Porque de las integrales, resnltarán ciertas consecuencias 
mecánicas, que podrán interpretar, simbolizar, pudiéramos 
decir que imitar en el orden analitico, el fenómeno de que se 
trata, que á su modo se desarrolla y palpita en la realidad. 

Esto ha hecho ó ha procurado hacer la Física matemática, 
al menos en gran número de sus teorias: y siguiendo la es- 
cuela de Poisson, Duhamel, Lamé y sobre todo de Cauchy, 
sin contar otros matemáticos eminentes, ha creado laciencia 
clásica. 

El problema así planteado es inmenso, y pudiéramos de- 
cir que es inabordable, si no temiéramos, que nos desmintie- 
sen los maraviliosos trabajos del siglo xix. 

Sólo hemos hecho la anterior observación , como stntesis 
de los ejemplos hasta aquí presentados. 



Y sigamos con el ejemplo de qiie se trata, y empecemos 
por dar algunas explicaciones sobre la/(r), que representa 
la acción entre dos puntos ó partes materiales m, m'; expli- 
caciones tomadas de una nota de Mr. Saint-Venant, relativa 
á la dilataci6n de los cuerpos por el calor. 



Sean oxy oy dos ejes coordenados; el eje de las x re- 
presenta los espacios y sobre ét se cuentan las distancias 
entre dos puntos materiales /n, m ' y las variaciones de estas 
distancias para dichos puntos materiales, los cuales están 
sujetos á atracciones y repulsiones recíprocas. 

Paralelamente al eje de las y, se cuentan asimismo las 
fuerzas tanto atractivas como repulsivas de las expresadas 
masas m y m'. 

De ellas suponemos fija en el origen la masa m'; la m 
puede variar sobre el eje de las x, y para cada posición, se 
contarán sobre su ordenada, ia atracción, la repulsión y la di- 
ferencta entre ambas, ejercidas dichas acciones por la masa m' 
en cada posición de la m. 

Como la atracción neutoniana depende del producto de las 
masas y varia en razón inversa del cuadrado de las distan- 
cias, las atracciones entre las particulas m y m' lendrán la 
forma 

Y ^ c '"'"' 



en que C será una constante, que dependerá de las unidades 
que se eliian y r representará la distancia enlre las dos masas. 

Esta curva será una especie hipérbola, referida á sus asín- 
totas que son los ejes: sus coordenadas son Ka y r. Y en efec- 
to, cuando r es muy pequeña, es decir, cuando m se acerca 
mucho á m', la fuerza atractiva es muy grande, como se ve 
en la ecuación, toda vez que r entra en el denominador. 

Por el contrario, cuando r es muy grande, el quebrado es 
muy pequeño, es muy pequeño el valor de Ya, y Ía curva 
tiene por asíntota a! eje de la x. 

Hemos representado esta curva por trazos y la designamos 
por A. 

Análogamente, la curva de las repuisiones podemossupo- 
jier, puesto que sólo se trata de un ejemplo, que tiene la for- 
ma analitica 



en que C' es una constante, i>-y \>-' son las dos masas etéreas 
de m y m' {y prescinditnos, para simplificar, de las acciones 
entre el éter y la materia ponderable ó la suponemos com- 
prendida en Ya) y /i es un exponente superior á 2. 

En la leoria de la electricidad, ó en una de sus hipótesis, 
se supone n - 2; Mr. Briot, en la íeoría de la luz, supone 
/1 = 6; nosolros, para el objeto que nos proponemos, no ne- 
cesítamos fijar el valor de esta constante. 

Dícha curva de las repulsiones la hemos representado por 
un trazo lleno en la figura y por la letra R. 

Lo mismo que la curva de las atracciones tiene ésta por 
asfntofas los ejes de las V y de las x: r entra en el denomi- 
nador, su exponente es superior á 2, luego para valores muy 
pequeños de r, crecerá indefinidamente K,, y para valores 
crecientes de r tenderá hacia cero. 

La disposición de ambas curvas A y R debe ser !a que 
indica la figura. es decir, que liacia el eje de las Y. debc 
estar A* por encima de A, puesto que en esta región la fuer- 
za repulsiva es la que domina. 

Por el contrarin, cuando se alejan mucho del origen, la 
curva A debe eslar por encima de R, porque á talcs distan- 
cias la repulsión no se hace sentir, y la atracción es precisa- 
mente la atracción planetaria. 

De aquí resulta que ambas curvas deben cortarse, y repre- 
sentaremos por M el punto en que se cortan: sea, pues, la 
distancia om = Fb. 

Resulta de lo expuesto, suponiendo siempre fija en o la 
masa m', y que m está al pie de la ordenada M, que ambas 
masas estarán en una posición de equilibrio, puesto que en 
el punfo M, las dos ordenadas son iguales, 6 sea 



Yc - Yr- 



Si sobre cada ordenada tomamos, á partir del eje de las x, 
distancias iguaies á las que liay entre ambas curvas A y R, 
contadas tales distancias paralelamente al eje de las K, es 
decir EF ■= ef, a' e' -= b' c', ad' - bc, cuidando de llevar, 
por ejempro, hacia abajo las fuerzas repulsivas y hacia arri- 
ba las atractivas, tendremos otra tercera curva Fe' md' x, 
que será la que represente las acciones efectivas entre my m' 




ó sean las diferencias entre las atracciones y las repulsiones. 

Esta curva tendrá evidentemente por asíntota en su parte 
negativa el eje de las Y, pasará por el punto m, proyección 
de M, y después de subir á un máximum tendrá por asinto- 
ta el eje de las x en su parte positiva. 

La última curvafmd'jdefine en cierto modo y determina 
gráfícamente los movimientos de las masas m y m' bajo la 
acción de sus mutuas fuerzas atractivas y repulsivas; en 
nucstro caso ya hemos dicho que m' está fija. 

Si el punto m se separa, por ejemplo, hasta a, síempre en 
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pequeñas excursiones, sobre dicha masa actuará una fuerza 
ígualá ad'. 

Y como corresponde á la parle positiva, será una atrac- 
ción, de suerte que tenderá a á volver á m, según marca 1a 
Becha. 

Si, por el contrario, la masa m viene á a', actuará sobre 
ella una fucrza igual á a'e', que será repulsiva, obligando 
tanibién á la masa á volver á la posición de equilibrio, de 
suerte que el equilibrio ts estable. 

Y señalemos aquí de paso un hecho análogo á otro que se 
estudia en la Mecánica astronómica. 

Los planetas describen órbitas elipticas alrededor del Sol; 
pero si ciertas relaciones se verifican entre los parámetros 
del movimienfo, si la velocidad creciera más allá de cierto 
límite, el planeta no describiria una elipse, sino una parábo- 
la, y hasta una hipérbota, escapando de esta manera á la 
atracción solar. 

Pues aquf pudiera suceder algo parecido. 

Supongamos que m se mueve hacia la derecha, con cierta 
velocidad inicial v^: la velocidad será nula cuando el trabajo 
desarrollado por la fuerza atractiva, sea igual á la mitad de 
la fuerza viva; cuando, porejemplo, el área m a d' que está 
rayada en la figura y que representa, como se sabe, el tra- 
bajo de dicha fuerza, puesto que es igual á la integral de dr, 
que es el camino recorrido, por el valor de la ordenada co- 
rrespondiente que eslafuerza (después de multiplicada, por 

m m'); cuando dicha área, repetimos, sea igual á — /nv#% 



mm' >í área . mad' 



Pero puede suceder que v„ sea tan grande, que no alcan- 
ce á igualarla y sea inferior á ella, toda el área, al parecer 
infinita, comprendida entre la rama m í/' jc y el ejc de las x. 



— 71 - 

Esto podrá chocar á mis oyentes, pero en rigor es elemen- 
tai, porque dicha área se expresa de este tnodo, observando 
que dr = dx: 

Cad-xdr = C{Y.-Y,)d'~ Cíc ^-CÍ¿\lr. 



ó integrando entre om = r^ y r = « , 

--(-T):---'f7:h-7^): 



- Cmn 



1 



-C'f-\f-' 



1 1 

n - 1 r,"-' 



que es evidenfemente una cantidad finita. 
1 



; esfa can- 



I 



tidad, nunca la fuerza atractiva podrá anularla, y el móvil 
seguirá alejándose hacia e! infinito y separándose de m' 
como el planela se separaba del Sol en nuestro ejemplo. 

Algo de esto sucede cuando un cuerpo Ifqiiido se reduce á 
vapor; las moléculas, en vez del movimiento vibratorio, to- 
man movimiento rectilíneo, como explicábamos en el ejem- 
plo de los gases; es, por decirlu de este modo, cada trayec- 
toria recta una rama de su hipérbola. 



Y vamos ahora, como preparación á lo que hemos de ex- 
plicar en seguida, á estudiar el movimíentü oscilatorio de m 
bajo la accifin de m', que continuamos suponiendo fija. 

Si separamos m de su posición , la fuerza que liende á vol- 
ver á dicha posición a1 móvil, es en cada punto la ordenada 



de la curva md', por ejemplo, para la posictón a es la fuer- 
za ad'. 

Pero las excursiones son muy pequeñas; luego la curva 
e'md' puede ser substituida por su tangente en m, en cuya 
hlpótesis laordenada ad', esdecirla fuerza, es proporcional 
á la distancia ma. 

Si para este caso representamos por x dicha distancia va- 
riable ma, tendremos 



fuerza ad" -= -~ ma x tangente d'ma, 

y representando la ecuación de la curva Fe'md'x por 

y-f(r). 

tangente d'ma será precisamente la derivada de /' (r) 
el punto m en que r = fg, y así 

fuerzaarf' = —f'{ro)x. 



para i 



De aqui se deduce, desde luegn, la ecuación del movi- 
miento del punto m. que será (suponiendo queen/'(re) 
está mm') 

m— -— - -/ (ro)x. 

dv 



Hemos puesto el signo menos en el segundo miembro, 

porque como la íuerza aceleratriz en a, á saber: m es 

negativa, según indica la flecha, puesto que tiende á llevar 
al raóvil de o á m, el signo del segundo miembro debe ser 
negativo también , y este signo debe ser explicito en razón á 
que/^ro) es positiva, dada ia dirección de la tangente á la 
curva en m, y además x también lo es. 

A la misma consecuencia llegariamos si el móvil estuviera 
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en a': el pritner miembro sería positivo, dada la dirección de 
la fuerza aceleratriz; pero en e! segundo miembro, x sería 
negativa, y el signo menos da un resuitado positivo como 
debe ser. 

Esta ecuación, es la ecuacíón diferencial del movimiento. 
A fin de obtener la ecuación en términos finitos, que nos de- 
termine x para cada valor del tiempo, es preciso integrarla, 
y la integral deberá tener dos constantes arbitrarías, si ha de 
satisfacer á las condiciones iníciales del problema, á saber: 
la posición y la velocidad de m en el tiempo / = o. 

Se sabe por un problema elemental de cálculo, que fa inte- 
gral de dicha ecuación es 

^l X ^ A &tn bt. 

siendo A y b \as dos constantes arbitrarias. 

En efecto; substitnyendo este valor de x en la ecuación di- 
ferencial, con el objeto de ver st la satisface, es d&cír, sí la 
convierte en una identidad, tendremos 

— mAb^senbt -= - f' {ro)A senbt. 



mb^^f'ir,); 



mas esta ecuación queda satisfecha si damos á 6 el valor que 
resulta de despejar de la misma dicha inc6gni1a, es decir, si 
hacemos 



^ánl 



b -= 



V 



firo) 



itidad real, porque/(rB) y m son cantidades positivas. 

El valor de x es, pues, una integral de la ecuación. 

Veamos ahora si satisface á las condiciones iniciales, y su- 
pongamos que m parte de ia posición de equilibrio, que indi- 
ca la fígura, con una velocidad f „, 
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Para t=o, x se reduce á cero, luego la prímera condición 
queda satisfecha. 

Veamos si la velocidad inicial puede ser Vo. 

Diferenciando, para obtenerla velocidad en general, ten- 
dremos 

dx 



dt 



= Abcosbt, 



y suponiendo para t=o, =VoSeobtienelaecuac¡6n 

de condición 

Vo = Ab, 

en la cuai tenemos una constante arbitraria i4 , de la cual po- 
demos disponer; y resuita 



A = 



Vo 



De suerte que la ecuación dei movimiento será 



Vo 



X = —^senftí, 
b 



siendo 



V^ 



b= - -'^ 



Fácilmente se comprueba, que estaúltima expresión de x 
cumple con todas las condiciones del problema: convierte á la 
ecuación diferenciai en una identidad; reduce x á cero, y ia 
velocidad á Vo para t=o. 

Diré sólo como recuerdo para mis oyentes, que ésta es 
siempre en los pequeños movimientos oscilatorios y cuando 
la fuerza es proporcionai á la distancia, la ecuación del mo- 



- 75 — 

vimiento vibratorio de una partícula, y que puede considerar- 
se como la proyección de un movimiento circular uniforme. 
Sabido es que se encuenfra en multifud de problemas de Fi- 
sica matemática y en muchos problemas prácticos de electri- 
cidad; claro es que unas veces se emplea el seno y otras el 
coseno. 
Es un movimiento periódico, puesto que si á íse le au- 



valor de x será el mismo que para /, y esto se repetirá pe- 
riódicamente para iguales incrementos del tiempo. Por eso 
se dice, que 
H 2r 



es el periodo de! movimiento vibratorio. 

Este movimiento se sigue sin dificultad en la fórmula. 
Veamoslo: m parte con la velocidad v„; cuando lia transcu- 
rrido '/, de 9 la velocidad es nula, y el punto empieza á retro- 

ceder; vuelve á m con una velocidad — Vg en el tiempo -^ y 

ejecuta otra semioscilación análoga en la parte de la izquier- 
da. Por eso se dice también, que dicho movimiento es un 
movimiento pendular. 

Recordaremos para concluir estos preliminares, lo que se 
cntiende por fuerzo viva media. 

Supongamos, figura 8.", que una magnitud cualquiera, 
esencialmente positiva , H varia con el tiempo , de modo que, 
cntre el liempo cero y el tiempo 6 toma todos los valores que 
representan las ordenadas de la curva CDB, todos, por de 
contado, valores finitos; de suerte que, por ejemplo, para el 
valor oa ^ t toma el valor ab --^ H. 

Durante un intervalo infinilamente pequeño de tiempo dt, 
podemos suponer que es constanfe y que se conserva en este 
intervalo con el valor H. 
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Si formamos el producto Hdt, este producto representa- 
tará próximamente el área rayada que se marca en la figura. 

Pues admttamos que se hace lo mismo para todos tos in- 
crementos infinitamente pequeños de tiempo comprendidos 




en OA == 8, y que se suman todos estos peqi 
cios: resultará el área oCDBA, es decir, 



^J!' 



] 

luenos trape- 1 



Busquemos ahora un valor de H, que llamaremos //„, que 
permaneciendo constante desde cero á 6, determínase un 
área igual á ia anterior. Esto equivale á buscar una línea oE, 
tal, que el rectángulo oEFA tenga la misma área que la que 
acabamos de determinar. Expresando la igualdad de dichas 
áreas resultará 



H„ 



de donde 






Esta cantidad Hm es la que se llama valor medio de H; y 



el nombre está justificado, porque no puede ser ni superior 
al mayor valor de H ni inferior al mfnimo. 

Si fuera superior resultaria el rectángulo OG que com- 
prende ai área en cuestión. Si fuera inferior al menor valor, 
como sería el rectángulo OL, él estaria comprendido en el 
área oDA. Debe estar, pues, //„ entre el mayor y el tnenor, 
y esto justifica, como deciamos, la denominación de valor 
medio. 

Y dispensen mis oyentes estos recuerdos de nociones ver- 
daderamente etementales. 

Aplicando lo dicho á la fuerza viva del movimiento vibra- 
torio antes estudiado, vamos á determinar la fuerza viva me- 
dia de la masa m en un periodo, es decir, en el tiempo 0. 

Según la fórmula anterior, esta fuerza viva media se de- 
terminará de este modo: 



fuerza viva media = 



.r-(^)'- 



j substituyendo el valor de la velocidad ^ Vo cos b1, 

rh m\'o-cos"bt.df 
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pero la últíma integral , que es 



J'^^cos2bí.dt = —[sen2bt\ = — sen2fte, 
2ft L Jo 2b 



6 bien, puesto que ¿9 = 2?:, — sen 4 it = o desaparece 

2b 



y queda 



fuerza viva media = ^ 



2e 



Jo 2 



En general, ^i la ecuación de un movimiento vibratorío es 
X = i4 sen 6/6 poniendo por b su valor — 



x = i4sen 1, 

e 



ia fuerza viva media será, siendo m la masa del punto, 



2mn^ 



62 



Recuerdo todas estas ideas, que ya son conocidas de mis 
oyentes, para más ciaridad en ia explicación, y para refres- 
car también sus recuerdos. 

En ia conferencia próxima, cerrado este pequeño parénte- 
sis, volveremos al problema principal; explicación del prin- 
cipio del equiiibrio de temperatura, en la teoria de los mo- 
vimientos vibratorios. 



Conferencla 



Serores: 



1F 



El equilibrio de temperaluras en la Flsica experímental es, 
como decfamos en la última conferencia, un hecho, y nada 
más que un hecho. 

Dos cuerpos están en presencia y tienen temperaturas dis- 
tintas, pues eslo significa que, colocando en ambos, dos ter- 
mómetros iguales, las columnas de mercurío aicanzarán al- 
tura distinta, y enlonces se observa, que en el cuerpo más 
caliente, la temperatura va disminuyendo, ó de otro modo, 
va bajando la columna de mercuno; y en el cuerpo más frlo, 
va subiendo la columna mercuríaj, hasta que al catK) de al- 
giin tiempo se ponen al nivel. 

Sucede lo mismo, en la aparíencia, que en un tubo de va- 
comunicantes, cuando el nivel es diferente en ambas 



Y la antigua Fisica se contentaba con decir — y aun así 
traspasaba sus Ifmites de ciencia positiva, invadfa el campo 
de la Física matemática y formulaba una hipótesis. al afirmar 
que el calor era un fiúido — se contentaba con decir, repeti- 
mos, que el cuerpo más caiiente contenía más cantidad de 
flúido calóríco, que el más frio, y que aquel exceso, pasaba, 
ya por conductibilidad del aire, ya por radiación, ai cuerpo 
en que la cantidad de flúido caiórico era menor. 

Y afirmaba esto, sin explicar bien, ni lo que era la con- 
ductibilidad, ni lo que era la radiación, ni, por de contado, lo 
que era el supuesto flúido. 

Limitándose á su esfera propia, que es la del hecho posi- 
tivo, su medida, y su ley numérica, hubiera debido conten- 
tarse con afirmar lo que antes indicábamos, quc dos cuerpos 
ádistinta temperatura , buscan su nivel iérmico, y en todo 
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caso. ampliando las experiencias, pudiera establecer esta ley 
experitnental é impoftantísima: cuando dos cuerpos están ett 
equilibrio de íemperaturas con un tercero, están en equili- 
brio de temperaluras entre si. 



La Fisica expehmental no dice más, ni puede decir más, 
ni puede tener la pretensión de conocer lo que el calor sea 
y lo que es la lemperatura. 

La Ffsica matemática, tampoco puede tener la pretensión 
de conocerlo; pero puede hacer hipótesis, que en este caso, 
como en casi todos, son hipótesis mecánicas; y puede apli- 
car á estas hipótesis las leyes de la Dinámica, expticando ó 
procurando explicar con ellas lo que es el calor, lo que es 
la temperatura y en qué consiste el equilibrio de tempera- 
turas. 

Y empleamos la palabra explicar, como hemos indicado 
varías veces, y como expondremos con más detenímiento 
al final de estas conferencias, no en el sentido ambicioso de 
penetrar en el seno de los fenómenos y en su esencia Inti- 
ma, sino en sentido más modesto, el de reducir unos fenó- 
menos á otros, aunque sus apariencias sean distintas. 

La Ffsica matemática, y en este ejemplo parlicular la Ter- 
modinámica, establece esta hipótesis: el calor no es unftúi- 
do, no es una substancia materiat, es un movimiento inter- 
no de la masa, ó mejor dicho, uno de los parámetros del 
movimiento. 

El calor consiste en 1a agitación de las particulas 6 de las 
moléculas, ó de los áfomos de los cuerpos, sean sólidos, lí- 
quidos b gaseosos, de suerte que esta nueva hipótesis es 
una extensión de la hipótesis de Daniel Bernoulli. 

Lo que BernouIIi suponía para los gases, laTermodiná- 
mica, al menos en su prfmera época, porque hoy pudiéra- 



mos decir que se va haciendo más positiva y experirnental 
de lo que era en un principio, !o hace extensivo á los síili- 
dos y á los liquidos. 

Reconozcamos, sin embargo, que la idea que es clara en 
su sentido general , no lo es tanto al establecer la teoria; por- 
que esto de "la agitación de las partes pequeñísimas de un 
cuerpo " , es un concepto un tanto vago. 

Agitación es movimiento; pero ¿qué clase de movimiento 
es el que constituye el calor? 

¿Es la suma de movimientos vibratorios de los átomos? 

¿Es la suma de los movimientos vibratorios de las molé- 
culas? 

¿Es el coniunto de ambos movimientos? 

¿Es, por ventura, la totalidad de los movimientos de parte- 
cillas peqiienísimas compuestas de moléculas? 

Y estos movimientos, ¿están ordenados en ondas, como 
dijimos que estaban ordenados en la luz, y tienen todos á la 
vez el mismo período? ¿O son movimientos revueltos y des- 
ordenados, que se difunden y esparcen por todo el cuerpo, 
en vez de ordenarse en ondas calorificas análogas á las de 
la Iu2 en el éter, á las del aire en el sonido, á las del agua 
en el mar? 

Más aün; ¿qué parte toma en tales movimientos vibrato- 
rios el éfer intermolecular é interatómico? 

Todos éstos son problemas que la Fisica matemática no ha 
resuelto por complelo, qiie todavía se discuten con calor, lo 
cual no es maravilla tratándose del calórico, y que dan mo- 
tivo á la publicación de trabajos y obras de gran importan- 
cia. como por ejemplo la del eminente matemático Mr. Bous- 
sinesq, obra que vió la luz hace pocos años y de que dare- 
mos cuenta en su dia. 

Como por ahora no hacemos más que presentar ejemplos 
y problemas, para ver de qué modo los resuelve la Fisica ex- 
perimental, y cómo trata de expíicarlos por sus hipótesis y 
8US fórmulas la Fisica matemática, habremos de contentar- 



nos con decir, que el calórico consiste en la vibración orde- 
naáa ó desordenada de ¡as partes pequeñlsimas de los 
cuerpos. 

Asi y todo. podemos fortnarnos una idea provisional de 
este concepto vago de temperatura: concepto vago y extra- 
ño, repetimos: ¡medir el calor por una escala lermométrica. 
es decir, por divisiones y subdivisiones de una línea! 

Claro es. que todo parámetro fisico, que sólo depende de 
una variable independiente, por divisiones y subdtvisiones 
de una linea puede medirse y símbolizarsc; pero de todas 
maneras causa extrañeza á primera vista, que el calor se 
mida sólo por ano de sas e/ccfos: la dilatactón de los cuer- 
pos; es decir, por la dilatación del mercurio. ó por ia dila- 
tación del hidrógeno ó del aire en esta otra clase de termó- 
tnetros. 

La Fisica matemática puede aclarar atgo este concepto; le 
puede dar un sentido dentro de la idea ó de la hipótesis an- 
tes establecida; puede extender la mterpretación que para la 
temperatura admitimos en los gases, diciendo que la tempe- 
ratura es proporcional en cada punto á la fuerza viva del 
movimiento vibratorio; y si esto pareciese aventurado, se 
limitará á decir que la temperatura está ligada con la fuerza 
viva de cierto modo, que la teoria debe expUcar. 

Reconozcamos aún, que de igual suerte que la hipótesis 
del calórico como modo del movimienio, según afirmaba el 
ilustre Tindal, es muy vaga; tampoco es muy precisa, ni 
acaso muy exacta esta definición de la temperatura; pero 
por el momento, y hasta que en otro curso estudiemos la 
Termodinámica, á lo dicho nos atendremos, sin pretender 
penetrar en mayores profundidades del probiema. 

De todas maneras, y á pesar de la vaguedad de las Ínter- 
pretaciones de la Fisica matemática, en relación con el pro- 
blema que nos ocupa, no puede desconocerse, que la nueva 
hipótesis da mucha luz sobre fenómenos, que antes eran casi 
enigmáticos. 
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Lá ley del equitibrio de temperaturas toma, en efecto, un 
sentido mucho más preciso, que el que pueda darle la Ffsica 
ordinaria, y es éste. 

Dos cuerpos están en presencia y experimentan agitacio- 
nes internas distintas en intensidad; más claro: la fuerza viva 
media en cado elemento de volumen Stj es la misma para 
cada cuerpo, pero es distinta de uno á otro. 

Como ambos cuerpos están en comunicaciún por el aire y 
por el éter, es evidente que e¡ eslado dinúmico de cada uno 
tnfluirá sobre el del otro, y el problema del equilibrio de 
temperaturas quedará reducido á un problema de equilibrio 
dinámico; á saber: ¿qué fuerza viva media deberá tener cada 
elemento de uno y otro cuerpo para llegar á un estado per- 
manente? 

La cuestión, con toda la generalidad con que acabamos de 
plantearla, es de una dificullad enorme; procuremos irla sim- 
plificando, puesto que sólo presentamos ejemplos. 

Supongamos que se trata no de dos cuerpos, sino de dos 
paríes ó elementos de un mismo cuerpo. 

En rigor, este problema es un caso particular del anterior 
y se refiere al de la distribución de la temperatura en un 
cuerpo dado, que es la rama de la Física matemática que 
antes se Ilamaba teoría del calor: asl Ja Hamaba Lamé en 
su obra clásica Teoría anaiitica del calor. 

Pero asi y todo, el problema dista mucho de estar plan- 
teado en términos precisos; porque aunque digamos que el 
calor es el conjunto de movimientos vibratorios de un cuer- 
po, definición ya por si muy vaga, aún nos falta definir lo 
que se entiende por temperatura. 

En los gases ya la dcfinfamos diciendo, que era una can- 
íidad proporcionai á la fuerza viva de cada moiécuia. 

Si m representa la masa de dicha molécula y /í su veloci- 
dad, la temperatura del gas, según aquella hipótesis, será 

Cmu', 
siendo C una constante. 



¿Sucederá lo mismo en los cuerpos sólidos y liquidos? 
¿Será también la temperatura en cada punlo una cantidad 
proporcional á la fuerza viva de la molécula que ocupa di- 
cho pmto, es decir, á su valor medio duranle cierto tiempo? 

Nadie se atreve á afirmarlo en absoluto; pcro hay una ten- 
dencia general, y en cierto modo irresistible, á enlazar ínti- 
mamente ia fuerza viva media de cada molécula de un cuer- 
po con la temperatura en el punto que la motécula ocupa; y 
si no se quiere hablar de moléculas, por !o menos con la fuer- 
za viva del elemento de masa de dicho punto. 

Sin embargo, mientras no se definan con exactitud todos 
£Stos conceptos, á saber: si se trata del átomo, de la molécu- 
la, ó de un conjunto de moléculas comprendidas en un vo- 
lumen infinitamente pequeño; mientras no se exprese termi- 
nantemente de qué fuerza viva se habla, la teoria partirá de 
términos muy inciertos, y correrá peligro de ponerse en con- 
tradicción constgo misma á cada instante. 

Fijemos aún más las idcas por el ejemplo más sencillo: el 
de los gases. 

Supongamos en un gas uno de los elementos del mismo 
y admitamos, que es una esfera en vibración toda ella, ó si 
se quiere, que gira alrededor de uno de sus diámetros con 
extraordinaria rapidez, pero que al mismo tiempo camina 
con la velocidad de traslación, que suponía Bernoulli. 

Girando la esfera sobre si misma, es evidente que al cho- 
car contra las paredes del recinto sólo el movimiento de tras- 
lación será el que producirá presiones sobre la envolvente; 
sólo esta fuerza viva, la fucrza viva de traslación, será sen- 
sible al termómetro; sólo ella será la que exprese la tempe- 
ratura, y sin embargo. la primcra puede ser muy superior á 
lasegunda; mas la de rotación está, por decirlo así, ence- 
rrada en si misma, suponemos que la esferilla no se dllata, 
que no existe ni rozamiento ni adherencia, y por consiguien- 
te, para el choque, ya de unas esferillas con otras, ya con- 
tra las paredes, ya influyendo en la dilatación de la columna 



tennométríca, en suma, para el miindo exteríor en el que el 
fisico realiza sus experimentos, la esferíila de nuestro caao 
será como un cuerpo sólido é inerte: su única acciún diná- 
mica será debida á su movimtento de traslación. 

¿Quién nos dice que no sucede algo de esto con el Rá- 
dium y aun con las moléculas de todos los cuerpos simples 
y compuestos? 

De suerte, que definir la fuerza viva de cada elemento, de 
la cual dependa la temperatura, no es cosa tan fácil como á 
prímera vista pudiera creerse. 

Pero supongamos salvada esta dificultad. 

En este caso la temperatura en cada cuerpo y en cada 
punto, suponicndo el cuerpo homogéneo, dependerá, según 
la tiip'jtesis que vamos bosquejando. de la fuerza viva del 
elemento material que se considera. y de ciertos parámetros 
que defínan la constitución de cada cuerpo. 

Si llamamos a, b, c á dichos parámetros, podremos de- 

cir, que la temperatura es una función de todos eilos y de la 
expresada semi-fuerza viva media: 



Temperatura 



=- -1 a.b.c 1, 



y el equilibrio de temperaturas para dos cuerpos distintos ó 
para dos partes de un mismo cuerpo heterogéneo, y aun para 
dos elementos contiguos de un cuerpo homogéneo, consisti- 
rá en la igualdad de dos funciones análogas á 1a anterior 



a.b,c 



- - fli ííi.Ci, 



Si la forma de las funciones fuere lamisma, como hemos 
Índicado, podriamos decir que esta funci6n es una invarian- 
te para todos los cuerpos de la Naturaleza a! llegar al equi- 
librio de temperaturas. 



De todas inaneras ha de existir esta relación para tres 
cuerpos cualesquiera A, B, C; es decir, que si para A y B^ 

f I. '""' \ { L. /n'u'* \ 

''{'■■''■' — j^f. ("..'■.. ^. — ) 

y para B y C, 

(. m' u'- \ l , m" u"' \ 
a,, 6,,Ci I = -f,ia,, b.,c. J; 



se debe tener y se tendrá 

O de otro modo, si dos cuerpos están en equilibrio de 
temperatura con un tercero, estarán en equiiibrio de tempe- 
ratura entre sí. 

El caso más sencillo sería aquel en que la temperatura 
sólo dependiese de la fuerza viva, ó mejor dicho, fuera igual 
á ella, porque entonces para que dos cuerpos estuvieran en 
equitibrio de temperaturas bastaría, J' sería suficiente, igua- 
lar las fuerzas vivas de sus moléculas 

ma^ = m'u'"; 

que es lo que sucede ó se supone que sucede en los gases. 
Otro caso muy sencillo seria el dc la relación lineal, es 
decir, que la temperatura fuera función lineal de la fuerza. 
viva media, 

Tempcratura — a -\- bmu-. 

Lo primero, es decir, la igualdad de fuerzas vivas, parece 
deducirse de la ley de Dulong y Petit, pero esta ley no es 
más que aproximada y para ciertos cuerpos. 



De este punto trataremos en otra ocasión más extensa- 
mente, así como de la relación que puede tener con ta curva 
de los pesos y volúmenes atómicos de Mendeleeff. 



No pudiendo estudiar el problema en general, presenfare- 
mos un caso particularísimo, que más que otra cosa será un 
ejemplo simbólico. En vez de suponer dos cuerpos, ó dos 
elementos de un mismo cuerpo, consideremos dos puntos 
ó dos masas iguales m {fig. 9), colocados en las posicio- 



nes A, B, que supondremos de equilibrio, como indícába- 
mos en la conferencia anterior {fig. 7); y admitamos que 
en el instante inicial se comunica á dichos puntos dos velo- 
cidades disfintas, v al que está en A, v' al que ocupa la 
posición B. 

Es como si en el origen del movimiento, los cuerpos fuvie- 



ran diferente temperatura - 



■ respectivamente. 



2 2 

Veamos qué sucederá en este caso, y para ello, esfudiemos 
el movimienlo del sistema. 

Si al cabo de cierto tiempo /, el punfo A ha venido á pa- 
rar á d, y el S á 6, recorriendo espacios muy pequeños A a 
y Bb, pues suponemos que Aa = x y Bb = x\ son muy 
pequeños en comparación con AB= ra, fácil será establecer 
las ecuaciones del movimiento de ambas masas. 

Conio la disfancia ,4 S ha variado. convirtléndose en ab, 
entre ambas masas se desarrollarán dos fuerzas, que estarán 




representadas , según explicábamos en la conferencia ante- 
rior, por -\- fiab) y —/(ab). 
Ahora bien, se tiene evidentemente 

ab =-- AB + x' ~ X - ro -{- x' ~ x; 

por lo tanto, sobre a actuará la fuerza + /(rn + x' — x) y 
la ecuación de su movimiento será 



~r~= +m»/(ro+x' - x). 
a r* 



Análogamente teiidremos para el punto b 

m = — m*/(r„ + i — Jc)- 

Los signos se explican sin dificultad ninguna: si la distan- 
cia a b, es mayor que A B, es claro que 

/{ab) = /ir,-^x--x) 

representará una atracción, y, según indica la figura 7, será 

positiva; pero en este caso tiende á separar á a de ^ y, por 

lo tanto, á aumentar su velocídad, de donde se deduce que 

. dx 
d 

d^x dt ... „ u . , ■ 

= es positiva. ror eso hemos puesto el sig- 

dt^ dt *^ K 5 

nopositivo en el segundo miembro. 

Si, por el contrario, la dislancia Bb fuese menor que Aa, 
la fuerza sobre a, seria repulsiva y tenderia á disminuir la 
velocidad en el sentido del eje de las x. 

Este mismo razonamiento invertido, podemos aplicarlo á 
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Uí segunda ecuación, pero no es necesarío, porque las ac- 
ciones sobre a, b, son iguales y de signo contrarío. 

Desarrollando los segundos miembros por la seríe de Tay- 
lor» y notomandomás que los dos prímeros términos, 



^'^ =m[/(ro)+/'(ro)(x'-x)], 






--/n[/(ro)+/'(ro)(x'-x)]; 



yr como A y B son posiciones de equilibrio, y, por lo tan- 
^f(ro) = o, resultará para las ecuaciones diferenciales del 
ovimiento de ambos puntos, 



''''' =-^ m/' (ro) (x' -^ X), 



dP 
0) 

dV' 



= ^ mf (ro) (x' - x). 



Los signos resultan comprobados, puesto que en la fígu- 
9 la tangente en fi á la curva y=f{r), forma un ángulo 
^[udo con el eje de las x, según suponiamos en la confe- 
ncia anterior (fíg. 7). 
Pasamos á la integración. 

Se sabe que un sistema de integrales de ambas ecuacio- 
«es, es éste 

X = i4sen6/ + Bt, 
x' = i4'sen6/ + Bt, 

^n que A,A\By b, son constantes arbitrarías, que utilizare- 
nios para satisfacer á las demás condiciones del problema. 
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Que las expresiones átx.x' son integrales de (1 ), se ve, 
desde luego, efiectuando la substitución» puesto que resulta 

— A b^senbt = mf{r^) {A' — i4) senft/, 
— i4'ft»senft/= — /n/(ro) {A' — i4)senft/; 

ó bien suprímiendo sen6/, y representando, para abreviar, 

^/(^o) por a, 

-Ab^ = a{A' -^ A\ 

-^'6« = ^a{A' - A): 

ecuaciones que podemos convertir en identidades, deterroi- 
nando en ellas las constantes A, A' y b. 
Por el pronto, dividiendo ambas ecuaciones, resulta 

— = — 1, ó bien i4' = — i4, 
A' 

y despejando 6, 

6»=- — (i4' -A) = 2a, 
de donde 

siendo esta última una cantidad real, puesto que 

a = m/(ro) 

es positiva. 

Veamos ahora si las expresiones de x y x' satisfacen á las 
demás condiciones del problema. 

Para / = o, x y x' se reducen á o también, como debe ser, 
puesto que los móviles parten át A, By desde estos puntos 
se cuentan la x y la x'. ^ 



•j ^ ■- 
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En cuanto á las velocidades, tendremos, díferenciando con 
relación al tiempo diclias varíables, 



^^ ==Ab(xysbt-\-B, 



dt 

dx' 
dt 



= A' bcosbt + B, 



y como para / = o, las velocidades suponemos que son v y 

v', resultará 

V ^Ab-\-B, 

v'^A'b-^B; 
bien 

V = Ab-^B, 

v' = — Ab-{-B. 
De aquí se deduce 



B = ^^±^ y A^'--'' 



2b 



Asi, pues, dando á las constantes los valores obtenidos 

A V— v' -, V— v' o v + v' 
A =* ; — ; i4 = ; B = ■ 

2b 26 2 



b=\/2a =V^2m/(ro), 

^ue todos están en funcíón de los datos, á saber: v, v/ m, y 
f (ro)f los valores de x y x' satisfarán á las ecuaciones dife- 
tenciales y á las condicionas iniciales. 

En suma, estos valores de x, x', substituyendo en las ecua- 



ciones generales los valores obtentdos para las constantes, 
serán 

V — v' 




Mas antes de pasar adelante debemos prevenir una obje- 
ci6n. Para obtener una constante más, hemos introducido ei 
término Bi, y se podría creer que esto no era legitimo, por- 
que hemos dicho, que x y x' eran muy pequeños y, sin em- 
bargo, el término Bt crece sin limite con el tiempo. 

Sin embargo, tal objeción no tiene fuerza, porque los des- 
arrollos y las ecuaciones diferenciales no se alteran porquc 
se aumenten x y x' en cualquier cantidad hnita: y en efec- 
to, en los desarroUos y en las integrales sólo entra x — x' 
que es igual á x + fií — (x' + Bt). 

Si hemos introducido la constante B, ha sido, como diji- 
mos antes, para tener una constante arbitraria más, y nosólo 
esto, sino que era indispsnsable para tener en cuenta el mo- 
vimiento del centro de gravedad. 

Ciaro es que hubiéramos podido seguir otra marcha, anu- 
lando dicho movimiento y apreciando tan sólo el movímiento 
relativo de los móviles, que está representado en tas fórmu- 
las por los términos en que entra sen bt. 

Estas fórmulas nos demuestran ya, que al menos para este 
ejemplo particularisimo, el equilibrio de temperaturas supo- 
ne igualdad en la fuerza viva media de los movimientos vi~ 
bratorios de ambas masas. 

En efecto, para la masa m dei punto A, la velocídad del 
movimiento vibratorio, es la derivada del primer término de 
X con relación á t; 6 sea 
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y su cuadrado 

cos^ b t. 



m 



Su valor medio, según explicábamos en la conferencia an- 
terior, será: 

(y _ y' \2 
1 cos*6/ = 
2 / 

_ j_ r* 'í / V — v' y / 1 + cos2¿>/ \ . _ 



y siendo 6 ^ , la segunda integral es nula: así, 



' \ .1 



valor medio de I | cos*6/ = — / ) 

Ll 2 ; J 2 V 2 ; 



El mismo resultado se obtiene para la masa m del punto 

B, puesto que la diferencia de signo entre y 

2 b 

V - v' 

- desaparece al elevar al cuadrado ambas expre- 
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siones. 

En suma, aunque los dos móviles parten con velocidades 
distintas, al llegar á lo que pudiéramos llamar el equilibrio 
dinámico y al fin de cada período 0, la fuerza media viva de 
ambos en dicho período es la misma. 



Es más, si se tiene en cuenta el movimicnto del ceníro de 
r V 4- v' 



gravedad del sistema cuya fuerza viva es 2 m 



■m' 






aun así resultará la mísma 



para cada masa . 

fuerza viva para las dos masas. 

Por lo tanto, en este caso particular, que es más bien un 
simtwlo, que no la realidad misma, resulta comprobado el 
equilibrio de temperaturas. Porque si se entiende por tempe- 
ratura la fuerza viva media de cada una de las moléculas, 
6 una cantidad proporcional á ellas, al Ihgaral equiltbrio di- 
námico las dus fuerzas vivas medias ds las dos masas en el 
periodo, vemos que son iguales. 

Mas hay algo que observar en comprobaci6n y aclaraciÓn 
de lo que al príncipio dijimos, porque ¿quése entenderáen 
este caso por fuerza viva media? ¿La del movimiento del 
centro de gravedad? 

¿La del movimiento vibratorio? 

¿O bien la suma de ambas fuerzas vivas medias? 

No es la contestación tan fácil como parece. 

Cuando se considera el movimiento de un cuerpo, que 
tiene cierta temperatura, no se cuenta en ésta el movimiento 
total y visible, sino la fuerza viva media que resulta de la 
agitación interna. Una cosa es el movimiento del cuerpo 
en el espacio y otra muy distinta la v¡braci6n de sus ele- 
mentos. 

Ambas fuerzas vivas formarán una parte de la cnergia to- 
lal; pero nadie confunde lafuerzaviva de un proyectilen su 
marcha con la temperatura del proyectil. 

De suerte que en este caso, se aplicaria la palabra tempt- 
ratura á la v¡braci6n de las pequefías niasas de que el pro- 
yectil se compone. 

Pues aplicando dicho resultado á nuestro ejemplo de dos 
niasas iguales m, m. ha de observarse que el conjunto de 
las dos masas m -{- m camina con una velocidad de trasla- 



~ — -, y por lo tanto la fuerza viva de este movi- 
fento para ambas masas está representada por 
2./J1 + ÍLV. 



En efecto;en et origen del movimiento. la masa m tiene la 

velocidad v y \n masa m' la velocidad v', y reuniendo ambas 

1 el centro de gravedad. tendrá esta masa total 2m la velo- 



ENo quedará, pues, para representar el cal6rico másque la 
erza viva media de! movimiento vibratorio, que, como he- 
1 



5 visto, es - 



'm' 



para cada masa. 



iPero cambiemos las condiciones del cjemplo: suponga- 
los que el conjunto de las dos masas m -j- m es la molécu- 
de un gas, en el que cada masa m es un átomo. 
En este caso, el movimiento de traslaci6n es el que, se- 
gún la hipútesis de Bernoulli , determina la temperatura y no 
el movimiento vibratorio. 
De suerte que en los dos ejemplos, ambos plausibles al 

!cer, los resuitados son contrarios. 
En el primero, la fuerza viva del centro de gravedad no 
:be contarse: la ícmperatura esiá representada por lafuer- 
za viva media del movimiento vibratorio. 
En el segundo caso, el movimiento vibratorio no es el que 
la la temperatura, sino el movimiento dei ceniro de 
d. 

f no fuera dificil presentar otro tercer casa: si ambas mo- 
»]las formaii parte de un cuerpo sólido ó iíquido, acaso 
iria preciso contar con ambas fuerzas vivas para defínir la 
nperatura. 
l'Hacemos estas observaciones, para explicar ciertas dudas 



debe 
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que ocurren en los problemas de Fisica matemática y que 
iremos seflalando en las diversas ramas de esta Ciencia; 
Ciencia en laque, á pesar de sus inmensos Iriunfos, pueden 
señalarse algunas defíciencias. 

Es más; el ejemplo que liemos presentado no demuestra 
que el equilibrio de temperaturas, aun no considerando más 
que un cuerpo homogéneo. se establezca cuando la fuerza 
viva media de cada una de sus moléculas sea la misma; 
porque un cuerpo homogéneo se compone de millones y rai- 
llones de moléculas, y constituye un sistema complejo, del 
cual apenas es un remedo, y ni aun puede pasar como sim- 
bolo, el sístema sencillisimo de dos moléculas, que estamos 
estudiando. 

Demos un paso más: supongamos tres moléculas m en 
Ifnea recla y en equílibrio por sus acciones mutuas, sin que 
intervenga, para no complicar la cuestión, ninguna fuerza 
extema. 

Si para este caso todavía demostramos, que cuando el sis- 
tema llega al equilibrio dinámico, todas las fuerzas vivas me- 
dias de las moléculas son iguales; y esto se repite para un 
sistema lineal de cuatro, de cinco, de un número indefinido 
de masas, tal resultado ya sería significativo, al menos para 
io que pudiéramos IJamar ia mecánica lineal de los cuerpos. 

Pero vamos á ver que no es así, y que, por lo tanto, la 
demostración matemática de la ley fisica, tropieza con difi- 
cultades, no diré insuperables, pero sl dignas de más dete- 
nido estudio. 



Sean tres masas A,B,C, sobre una misma línea recta 
(fig- 10). 

Las tres son iguales á m, y para simplificar e! problema, 
puesto que, como hemos dicho muchas veces, no tratamos 
de establecer teorias, ni de resolver grandes cuestiones de 
Física matemática, sino de marcar su carácter, la indole es- 
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pecial de sus procedimientos, los triunfosqueconsiguey las 
dificultades con que luclia, supondremos que cada una de 
estas masas sólo recibe acción eficaz de la inmediata: por 
ejemplo, 4 de fi, y S de A; y asimismo fí de C y recípro- 
camente; pero que A no influye sobre C ni ésta sobre aqué- 
lla. De otro modo, la curva de la figura 7.^, contando las 
distancias desde A, ilega con ordenadas pequet)tsimas á C 
y puede prescindirse de su influencia. 



Supongamos que al cabo de un tiempo cualquiera /, las 
masas A, B, C ocupan respectivamente las posiciones a, b, c; 
y establezcamos: 



aA-- 



Bb = 



Cc-- 



AB = BC=r^. 



Las ecuaciones de equilibrio para las tres masas se obtcn- 
drán de la misma manera que en el ejemplo anterior, y ten- 
dremos, desde luego, puesto que sobre A sólo influye B, y 
sobre C, B también, y no influyen A y C entre si: 

ff' ^i .//1 \ 

d i^ 

m ~ = — m^f{ro -i- x. — x,) + m^/(ro -}- Jíií — x,), 

dt' 

m -—f- = - m^fÍTo + Xg - lí); 
dP 

6 bien dividiendo por m, desarrollando f, recordando que 
/(fo) = 0, y no tomando más que los dos primeros térmi- 
no8 del desarrollo: 
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d*Xt 
dt' 



mf' (ro) (x. — Xi), 



= mf' (ro) (Xi -I- X3 — 2x,), 



^ = /n/' (fo) (X, - X,). 



Debemos fíjar también las condiciones iniciales, y para 
ello admitiremos, que en el instante inicial, ó sea para t = Oy 
las tres masas parten de A, B, C con las velocidades 

Además, para que el centro de gravedad no tenga movi- 
miento, supondremos la condición 

^ Vi + V, + v, = 0. 

Desde iuego podremos obtener una integral sumando las 
tres ecuaciones y resultará 



d' (X, + X, -f X,) _ 
dt* 



Integrando una vez, y para determinar ia constante, recor- 
dando que kt = corresponden ias veiocídades v^, v, , v,, 

d (x, + X, + X3) - 



<// 



(/(Xi + X-i -l-Xa) ^ dx, (/Xj rfXg 

(// dt dt dt 

= Vl + V, + V3 = 0. 



Integrando segunda vez, liailaremos ia constante liaciendo 



que en el instante í = o las tres variables tengan !os va- 
lores 



y resullará: 



X, + JC, f- JCa = 



Esto nos permite reducir las tres ecuaciones diferenciales 
á dos: basta para ello despejar x^ de la última ecuación y 
substituirla en las dos primeras, con 1o cual obtendremos dos 
ecuaciones, que sólo contendrán x, y x^: 






= a-- {x. - j,). 



dr- 



^ = — 3fl^x.: 



hemos representado para abreviar mf' (ro) por a-. 

Podremos integrar estas ecuaciones, que son diferenciales 
Uneales y de coeficientes constantes, por procedimientos par- 
ticulares; mas preferimos el método general, que hemos de 
emplear muchas veces en estas conferencias. 

Dicho método, recordarán mis oyenles, que se funda en 
que para esta clase de ecuaciones diferenciales, si se iiencn 
diversas soluciones particulares, se multiplica cada una de 
elfas por una constaníe arbiiraria. y se suman, el resultado 
€S otra nueva solución de las ecuaciones propuestas; pero 
más general que ellas, porque contiene varias constantes ar- 
bitrarias, de las cuales podemos disponer á fin de que que- 
den satisfechas las condiciones del instante inicial; al paso 
que las integrales particuiares, si bien satisfacen á las ecua- 
ciones propuestas, no tienen las constantes arbitrarias, que 
son precisas para que los móviles partan de las posiciones 
que fijamos y tengan las velocidades, que suponemos en c\ 
tiempo / = 0. 
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A este príncipio fundamental se agrega el hecho cocnpro- 
bado ínmediatamente de que los senos, los cosenos y ias ex- 
ponenciales satisfacen á las ecuaciones diferenciales en que 
nos ocupamos. 

Parlamos, pues, del sistema de integrales particulares 

:Ci = A,senbt, 

(1) 
X, — A^senbf, 

en que A,, A^y b son constantes arbttrarías. 

Substituyendo estos valores en ias ecuaciones propuestas, 
tendremos 

— 4, 6*senfr/ = a^(A. — A^) senbt, 
— Ai b- sené/ = — 3a' A^ senft/; 

y dividiendo por seníi/, 

- y*! 6* = 0» (>*.->*.). 
-- A,b^ = - 3íiM,; 
ó bien 

-4,(- 6-' + fl-) = >ltíí*. 
— A¡b' = - 3 fl'^j. 

Estas ecuaciones se convertirán en identidades, y las ccua- 
ciones diferenciales quedarán satisfechas. si determinaraos 
las tres constantes Ai, A, y b áí modo que satisfagan á las 
liltimas ecuaciones; y hemos obtenido este resultado gracias 
á que ha desaparecido /. 

De ambas ecuaciones se deduce 

6» - 3fl! 
con sólo dividir la segunda por — Af 
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La prímera á su vez determina la relación de ias otras dos 
incógnitas, así: 

i4i a^ 



A^ -b'"\a 



2 



Por lo tanto, dando un valor arbitrarío k A^, determinan- 
do i42 por ia última ecuación y b por 6* = 'ia^, el sistema (1) 
satísfará evidentemente á las ecuaciones diferenciales. 

Pero no satisfará á las condiciones dei momento inicial. 

Para ello necesitamos otras soluciones particulares y apli- 
car el principio fundamental á que antes nos referíamos. 

Mas por el pronto, y para deducir consecuencias práctí- 
cas, respecto al problema de que tratamos, estas soluciones 
particulares nos bastan. 

Hemos hallado : 

A^ ^ a^ 

A^^ —b^ + a'-' 

y substituyendo en vez de 6^ su valor, resultará 

A. -= _ fl^ ^ _ 1. 

A^ " — 3flM-fl^ ~ 2' 

de suerte que 

Podemos, pues, disponer libremente de i4i, pero A^ que- 
fla determinada en este caso. 

Así los valores de x^ y x^, como resultado de dichas inte- 
grales partículares, tomarán la forma 

Xi = i4isen6í 
x, = — 2i4iSenftí. 



Si el punto A parte con la velocidad v^, podremos deter- 
minar ^4^ con esta condición, porque diferenciando con rela- 
ción á f ei valor de x^ , resultará 

* = i4i bcosbt, 



dt 



y haciendo para / = 0, — - = Vi, 

Vi = A^b; 
de donde 

A -^ 
^'-^ b' 

Pero ya no podremos tomar un vaior arbitrarío para A^, 
porque hemos hallado : 

' b 

y las integrales particulares serán 

Xi =- — í- senftí 
b 

X9 = — 2 — i- senftí. 



A estas doa habrá que agregar el valor de x^, deducido de 

Xi + X2 + Xs = 0; 

de suerte que 

X^ = Xi X-i, 

6 bien 

X3 = í-senftf + 2— sen6í = — i-sen6í. 

6 6 6 



En suma, el sistema: 



satisfará á las ecuaciones diferenciales, pero como solución 
particular, no como solución general. 

Sin embargo, con esto nos basta para ver, que el principio 
del equilibrio de temperaturas, interpretado, como preten- 
diamos, no es aplicable á tres punfos materiales; pues apli- 
cando á los tres valores de x, el principio de las fuerzas vi- 
vas medias, resulta que lian llegado los tres puntos al equi- 
Ilbrio dinámico y que, sin embargo, los puntos A, C, tienen 
la misma fuerza viva media; pero la del punto B es mayor: 
basta para convencerse de ello recordar que las fuerzas vi- 
vas medias son proporcionales á A,'^, A.^, A^-. 

Ahora bien, para demostrar que un teorema no es general, 
basta demostrar que no lo es en algunos casos particulares, 
y esto es lo qiie hemos hecho con las integrales particulares 
que acabamos de determinar. 

Y esto podriamos tiacer aún , hallando por el procedimien- 
to general indicado, las integrales generales de las tres ecua- 
ciones diferenciales propuesfas. 

No lo haremos, sin embargo, porque esta cuestión la he- 
mos de tratar desde otro punto de vista más adelante, y por 
lo demás, el método de integración es sencillisimo y se en- 
cuentra en todos los tratados de cálculo integral. Quede,, 
pues, como ejercicio que propongo á mis oyentes. 
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Lo que nos importa. por el pronto, observar áfuerde im- 
parciales. es que los procedimientos de ia Física matemática, 
la hipótesis mecánica, la hipótesis particular del movimien- 
to vibratorio, para explicar la propagación del calor en los 
cuerpos, y el príncipio del equílibrio de temperaturas, no ha 
llegado todavia á una solución completa y satisfactoría, que 
se armonice con los hechos, que hace resaltar la Física expe- 
rimental respecto á este problema. 

Cierto es, que los ejemplos que hemos presentado, no 
responden fieimente á la realidad, 

Un cuerpo en la Naturaleza, claro es, que no se compone 
de dos ni de tres molvculas, y que nuestros ejemplos, más 
bien deben considerarse como símbolos ó esquemas, que 
como interpretaciones de la realidad misma. Mas asi y todo, 
no creemos que sean inútiles: en la Ciencia, aun en ia Cien- 
cia matemática, pocas veces las teorías generales brotan de 
una vez. Casi sienipre, la Historia de la Ciencia lo prueba, 
se ha empezado por el estudio de casos particulares, que 
poco á poco se haii ido generalizando hasta llegar á las gran- 
des teorías. * ' 

Y por eso deciamos en otra ocasión, que el estudio de es- 
tos ejemplos particularísimos, ó sea el de un número limitado 
de puntos, para llegar luego al estudio de los cuerpos fisicos. 
tiene cierta semejanza y guarda alguna analogia con el estu- 
dio de las celdillas de los cuerpos vivos, como preparación 
para el estudío de los tejidos y de las grandes masas bioló- 
gicas. 

Asf en esta conferencia y en la siguiente, después de es- 
tudiar el caso de dos puntos materiales y de tres, estudiare- 
mos el sistema formado por una seríe rectilinea de molé- 
culas. 

Sistema, repito, que ya se acerca más á la realidad, por- 
que puede representar con mas aproximactón simbólica qje 
hasta aquí, y perdóneseme la palabra, ya un hiio, ya una 
barra; tomando en uno ó en otro una fila ideal de moléculas. 
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Y en rigor, para este sistema, debía la Física matemática 
demostrar la poslbílidad del equilibrio de lemperaturas, como 
demuestra, según veremos, otros teoremas de la Termodi- 
námica. 

Pero este problema del equilibrio de temperaturas es, se- 
gún parece, más complicado de lo que á primera vista pu- 
diera imaginarse. 

Sin embargo, no haremos por ahora más que algunas in- 
dicaciones, dejando el problema casi íntegro para la confe- 
rencia siguiente. 



Las ecuaciones generales del movimiento de este sistema 
lineat, son bien fáciles de establecer, y virtualmente ya las 
tenemos establecidas; sobre todo, admitiendo, para simplífi- 
car los cálculos, cálculos que »0 tienen en estas conferencias 
otro objeto, que el de dar forma precisa y clara á las hipóte- 
sis y á las ideas; admitiendo, repetimos, la hipótesis de que 
en cada punto material sólo ejercen su accí6n los dos pun- 
tos entre los cuales está comprendido, porque la esfera de 
actividad de ios restantes no llega á este punto intermedio. 

Aceptando, pues, lo dicho, la serie de ecuaciones dife- 
renciales, será la siguiente, que escribiremos desde luego, 
para :c,,x„ Xg, ... sin más ampltas explicaciones: 



m -í^ = m'fí,r, + x, - x,), 




m -^^ = - m^f{r, + x, - x,) + mV(r« + x, 
a t* 


-X,), 


m -^ = - m' /(r. 4 X, - X,) + m'Hr, + x. 


-X,). 



La última ecuación será análoga á la primera, pero todas 



- 106 - 

\as intennedias serán del lipo de las que acabamos de in- 
dicar. 

Desarrollando, observando que el primer término de cads 
desarrolio es nulo, no tomando más que el siguiente, y su- 
poniendo mf' (r^) -^- a*. lendremos: 



tf'x, 




La integración de este sistema es bien sencilla; puede. 
desde luego, estabtecerse el sistema de integrales particu- 
lares, 

A-, =í A^ sen&í, 

Xj -e A,senbt, 

Xg =« i4„senfrí, 



que satisfarán á las ecuaciones diferenciales, determinando, 
convenienlemente, las constantes; pero que no satisfarán á 
las condiciones del instante inicial, sí se toman arbitraria- 
mente las velocidades. 

Para obtener la integral general, hay que aplicar el méto- 
do que sumariamente explicábamos antes: 

I ." Substituir los valores de x^, jc,, Xa... en las ecuaciones 
diferenciales. 

2° Suprimir en todas ellas sen¿^ con lo cual tendremos 
un sistema de ecuaciones en que entrarán, la constante co- 
nocida a* que caracteriza, por decirlo de este modo, la natu- 
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i I 



rateza elástica del sístema, puesto que depende de la masa m 
y de la función /,- y además entrarán las constantes descono- 
cidas y arbitrarias A¡, A^, An... y b. 

-3." De este sistema de ecuaciones, deduciremos la ecua- 
ción final en b, que tendrá varias raíces, y á cada una de 
ellas corresponderá un sistema de valores para A. 

4." De esta manera tendremos diferentes solucionespar- 
ticulares, de las cuales se deducirá, por los procedimientos 
ordinarios, la integral general. 

No bacemos más que recordar métodos, que mis oyentes 

•nocen , y que , además , serian sencillos , pero largos y eno- 



De todo ello se deduciría, que eligiendo arbitrariamente 
las velocidades iniciales de los diferentes puntos, se puede 
llegar á infinitos sistemas de equilibrio dinámico, sin que en 
ninguno de ellos se verifique el equilibrio de temperaturas; 
es decir, sin que, forzosamente, la fuerza viva media de las 
diferentes moléculas, haya de ser la misma. 

Como en la conferencia inmedíata hemos de demoslrar esto 
I mismo con más sencillez, no insistiremos sobre dicho pun- 

Ito; pero tenemos todavia que hacer algunas observaciones. 
Hemos admitido, que los cuerpos se componen de parteci- 
llas en número enorme, y sujetas á fuerzas interiores y recl- 
procas. 

Pero no todas las moléculas del cuerpo se encuentran en 
el mismo caso: todas las interiores, si el cuerpo es isótropo, 
en las mismas condiciones se encuentran, es decir, sujetas á 
las fuerzas, que sobre dicho punfo ejercen las molículas 
comprendidas en una esfera muy pequeiía cuyo centro sea 
el punto en cuestión . y que tenga por radio el radio de acti- 
vidad de las fuerzas moleculares. 

Ni más ni menos que en nuestro ejemplo particularisimo, 




cada punto no está sujeto más que á la acción de los dos 
puntos entre los cuales eslá comprendido; por eso todas las 
ecuaciones de equilibrio del sistema, exceptuando ta phmera 
y la última, tienen la misma forma. 

Pero, las partículas ó moléculas de la superficie del cuer- 
po, y de una capa, cuyo espesor sea el radio de actividad, 
se encuentran en condiciones distintas; asi como en nuestro 
ejemplo, volvemos á repetir, son distintas de las demás las 
ecuaciones diferenciales de las moléculas extremas. Para 
nuestro caso estas moléculas exlremas, son los límites del 
cuerpo. 

Así, pues, debemos estudiar, si prescindieiido de las mo- 
léculas extremas, para todas las intermedias se verifica exac- 
ta ó aproximadamente la ley de las temperaturas, mejor di- 
ctio, la de igualdad de las fuerzas vivas medias. 

Y veremos en esta conferencia, sólo como indicación pro- 
visional, y con todo rigor en la conferencia próxima, que 
no es así, y que dicha ley del equilibrio de temperaturas ha 
de ser estudiada de otro modo y con otros puntos de visla 
aun denlro de la liipótesis niecánica. 

Supongamos. pues, una fila, indefinida en ambos sentidos, 
de moléculas, á la distancia de equilibrio r„ unas de olras, y 
en que sobre cada molécula sólo influyan las dos que la com- 
prenden. 

Todas las ecuaciones del movimiento de esle sistema 
ideal, serán como la segunda ecuación del ejemplo que pre- 
sentamos anteriormente 






= fl» (x, + X.J — 2x.), 
= a»(x, -\-Xi —2x3), 
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Y vamos á demostrar, que en este sistema puede estable- 
cerse m régimen de movimiento sin necesidad de que la 
fuerza viva media sea la misma para todas las moléculas. 

Es un caso partícularísimo, ampliación del caso análogo 
que estudiamos para tres moléculas ó puntos materiales. 

Es un caso particular, repetimos, porque vamos á admitir 
las siguientes condiciones, á saber: que para cualquíer ins- 
tante tian de verificarse las ecuaciones siguientes, entre todos 
los desplazamientos de ios puntos dei sistema: 



Jl -f JC, + ■^3 = 0, 
JCa + 3:, + X, = 0, 

Ifl + X, + JCj = 0, 



Condiciones que demostraremos que son posibles. 
De estas ecuaciones se deduce restando cada dos: 



x^ = I;, = j;, = , 



Es decir, que si esto es posible, existirá en el movimien- 
to una periodicidad, que comprenderá tres puntos consecu- 
tivos como periodo. 

Estas últimas condiciones son equivalentes á las prímeras, 
si además se supone, que una suma de tres x consecutivas 
es igual á cero; porque, en efecto, si se tiene, en general, 



Jb + I, ( , + Xu+f = 
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A|| ^ •^«4-8 •*ll-»-6 • • • 

^u-hl ^ ^a-hi "■ "^a-f-7 • • • 
^H + S ™* ^«4-5 ^ ^«-1-8 • • • 



se deduce sumando 

y lo mismo en orden descendente de los subíndices. 

Ciaro es que no están aquí comprendidas todas las sumas; 
pero cada dos intermedias cumplen con la misma condición, 

En efecto, 

puesto que 

^a-f 3 ^" ^a« 

Y, además, 

toda vez que 

Admitido esto, ias ecuaciones diferenciales del movimien- 
to pueden simplifícarse poniéndolas bajo esta forma: 



4^ = a^x,+x, - 2x3) = flM^i + ^8 + ^2 - 3x,X 
a r.> 
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pero como suponemos Xi-^x^-h x^^o, tendremos: 



dt^ 



Efectuando para las demás la misma simplificación, todas 
las ecuaciones diferenciales del sistema resultan iguales y 
podremos escríbir: 



d'x. 


dt^ 


d'Xi 


dtt 


d*x. 



=;= - 3a^Xu 



- 3fl2x2, 



^ — 3a«X8, 



y todas podrán integrarse directamente: las integraies serán 



Xg = iAgSenftí, 



en que Ai, A^.., y b son constantes arbitrarías. 

No hay dificultad en suponer, que los desplazamientos ini- 
ciales son todos iguales á cero, puesto que todas ias x se 
anulan para t = o.Lo que no podemos tomar arbitrariamen- 
te son las veiocidades iniciales, si estas ecuaciones han de 
satísfacer á las condiciones, que previamente hemos estable- 
cido. 
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Por ejemplo: la condición 

^i 4- ^2 + x^ = 
determina 

AiStnbt + A^stnbt + A^senbt^ o, 
6 bien 

^l + ^2 + ^s ~ 0. 

Es decir, que tendremos para las constantes A relaciones 
análogas á las establecidas para los desplazamientos, i 
saber: 



Ai + Ai + A^ — 0, 

^2 + ^8 + ^4 = 0, 

As + A^ + Afi = 0, 



que supone la misma ley de periodicidad 



/ij — y\^ ^^ /ly ^^ 



Por lo demás, todas las ecuaciones darán el mismo valor 
para b, por ejemplo: 

— Ai b^ stnbt — — 3fl* . A^ senftí, 
ó bien 

b^ = 3aK 

En suma , es posible como caso particular, el que estamos 
considerando, puesto que todas las condiciones quedan sa- 
tisfechas, con tal que satisfagan las constantes i4 á las con- 
diciones establecidas. 



No podrernos tomar arbitrariamente, por ejemplo, 
A¡, A^y A3, puesto que lian de satisfacer á la ecuación 

A,-\-A.'h A., = 0; 

pero podremos tomar en ésta arbitrariamente dos de ellas; 
dicha ecuación dará la restante. y la ley de periodicidad las 
reprodiicirá para los demás puhtos. 

De todas maneras, el principio dei equilibrio de tempera- 
turas por !a igualdad de las fuerzas vivas medias, no queda- 
rá satisfecho, toda vez que ^i, ,4,, ,4^, son distintas. 

Y no obstante, ya que no sean iguales las fuerzas vivas 
medias, puesto que no lo son todos los valores de 4 y de 
estas constantes depende dicha expresión media, según vi- 
mos en una de las conferencias anteriores, demostrando que 
tales fuerzas vivas medias son proporcioiiales á Ai^, A^^, A,^; 
al menos existe ta igualdad porgrupos de tres puntos. 

En efecto, 

fuerza viva media de x^ C. j4 ,■, siendo C una constante; 

fuerza viva media de x^ C . Ai-, siendo C la misma; 

fuerza viva media de x^ C . -4^-. 

5u sumaes 

C(.1,3 + AS + A,s), 

y en razón á la periodicidad de las A , 

C(A^ + >lj» + A*) = C(Ar 4- A-.- + V)= 

Esta es una observación que, cuando liegue el caso, am- 
pliaremos y que en otra forma ha sido presentada por algu- 
oos autores. 



Resumamos brevemente todo lo dicho: la tendencia de hi 
hipótesi's mecánica aplicada al calor, es demostrar que para 
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que haya equilibrio de temperatura entre todos los punfos de 
un cuerpo isótropo, es decir, homogéneo en todos sus pun- 
tos y liomogéneo alrededor de cada punto, y lo definimos 
asi provisionaimente; será preciso, que la fuerza viva tenga 
un valor constanle, es decir, que la temperatura esté re- 
presentada por una cantidad proporcional á esta fuerza viva 
media; y acabamos de ver, que al menos en los sistemas 
ideales que hemos presentado como ejemplos, la expresada 
condición no se cumple, puesto que Ilegamos al equilibrio 
dinájnico en multitud de casos con fuerzas vivas distintas 
para los distintos puntos dei sistema. 

Ei anterior trabajo, sin embargo, es un puro trabajo de 
exploración: en la conferencia próxima completaremos , en 
lo posible, el desarrollo de las anteriores ideas. 



Cortferencia qulnta. 
Señores : 

Tratábamos en la conferencia anterior del problema, fun- 
damental en Fisica, del equilibrio de temperaturas, para ver 
si por las fórmulas de la Mecánica y por los movimientos 
vibratorios podla resolverse este problema y explicarse este 
fenómeno. O de otro modo: si el concepto de temperatura 
podía definirse con suficiente precisión, refiriéndolo á las 
faerzas vivas medias de las moléculas ó de las partecillas 
de cada cuerpo. 

Es decir, que buscábamos una definición de la temperafu- 
ra dependiente sólo de dicha fuerza viva media, y de las de- 
más constantes propias del cuerpo de que se trate: por ejem- 
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I 
I 



plo, sus masas moleculares y la /(r) que expresa las fuer- 
zas tnternas. 

Presentamos , como preparación para el problema.el caso 
de dos moléciilas de masas iguales; y en efecto, en este caso, 
parecia que el equilibrio de lemperaturas dependfa de la 
igualdad entre las fiierzas vivas medias de las dos moli^culas. 

Estudiamos después, quizá con más desarroUos analitícos 
delos que merecia la cuesti6n, y de los que permiteel tiem- 
po de que podemos disponer. el caso de tres moléculas en 
linea recta y de masas iguales; y como el problema, en su 
expresión más senciUa, es el de! equilíbrio de temperaturas 
en cuerpos homogéneos, esle pequeño símbolo lineal de 
un cuerpo homogéneo, era preciso que satisficiese á las si- 
guientes condiciones: igualdad de las dos dislancias, é igual- 
dad de las tres masas. 

Y aquí el resultado no fué tan satisfactorio: en pequeño 
cra un ejemplo de las dificultades con que tropieza á cada 
paso la Fisica matemática. 

Sin embargo, advertimos, que el mal resultado de nues- 
tras investigaciones, no debia desanimarnos por completo, 
porque un cuerpo cualquiera de la Naturaleza, se compone 
de un número enorme de moléculas ó de partecillas, y las 
moléculas que están en ia superficie, y que forman el límite 
del cuerpo, son algo excepcional en el sistema. 

Una molécula del inierior, está rodeada de moléculas igua- 
les, y Si el cuerpo es de los que más adelante llamaremos 
isitropos, y ahora, siguiendo el lenguaje vulgar, nos conten- 
tamos con decir que es homogéneo, podrá considerarse como 
el centro de una esfera cuyo radio sea el radio de actividad 
molecular, esfera que será homogénea también. 

Pcro eslo no sucede con las moléculas de la superficie: de 
un lado del plano tangente tienen otras moléculas del cuer- 
p3, pero del tado opuesto, tienen el vacio, ó el éter, ú otra 
substancia distinta de aquella que constítuye el cuerpo en 
cuestión. 



Ahora bien, la ley del equilibrio de temperaturas, aplicable 
á la masa generat del cuerpo, no ha de buscarse en lo exce|>- 
cional,-yen nuestro ejemplo de las dos moléculas. y aun en el 
de tres, todo es excepcional. En este último. la raasa inte- 
rior es una molécula, y los limites están formados por dos 
moléculas. 

Por eso vamos ahora ágeneralizar el problema, y sin sa- 
lirnosde esta especie de Fiska de la línea recía. permitase- 
nos expresarnos de este modo, vamos á suponer una serie 
numerosísima de moléculas dístribuidas en Ilnea recta, como 
acabamos de decir, constituyendo algo como un alambre ó 
un hilo ideal; mejor dijéramos iin alambre, para tener en 
cuenta las fuerzas de compresi6n y extensión. 

Y vamos á ver, si aplicando á cada punto. siempre en el 
sentido de la Ifnea recta, una velocidad cualquiera, distin- 
tas unas de otras, al llegar al equilibrio dinámico, es decir, 
á un estado permanente de víbración, todas las molécutas 
tienen ¡a misma fuerza viva media, en cuyo caso, la fórmu- 
la del equilibrio de temperaturas, dentro de un cuerpo ho- 
mogéneo, será bien sencilla 



Este scrá el caso que hemos de examinar. 



Supongamos sobre una recta AB (fig. ll)una serie de 
masas O, e, d,f, b, a, c... todas iguales á m; sobre ellas no 
actúa ninguna fuerza exterior, y suponemos que se hallan en 
equilibrio. 

Para simplificar el problema, y evitarnos integrales, esta- 
bleceremos esta hipótesis; el radio de acción de cada masa, 
es algo mayor que la distancia entre dos masas. Por ejeni- 
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plo: si desde d trazamos la circunferencia hgg'h', ésta com- 
prenderá !as dos moléculas próximas fye, pero no com- 
prenderá ninguna de !as restantes. 

Más c!aro; sobre cada masa sólo actúan las dos inmedia- 
tas, las demás suponemos que no ejercen influencia alguna, 
lo cual equivaie á despreciar en la curva de la figura 7.' todo 



Flgura \\. 

el arco d'x. Sobre esto algo tendríamos que advertir, pero 
no podemos entrar en pormenores, que nos alejarían de 
nuestro objeto. 

Puesto que todas las moléculas están en las mismas con- 
diciones, exceptuando las moléculas extremas, el sistema se 
encontrará en equiübno. suponiendo que las masas están á 
igual distancia cada dos: á esla distancia constante ed ^ 
= df ^ = ba -^ ac... la Ilamaremos rg. 

Desde el momento en que el equilibrio se altera, las mo- 
léculas salen de su posición y recorren espacios muy peque- 
ños bb' = x; aa' = x'; cc' = x"... 

Con estos datos, y suponiendo conocida la curva de la 
figura 7.' que expresa la acción entre cada dos moléculas, 
podríamos establecer las ecuaciones de equilibrío de todas 
ellas, como hemos lieclio para e! caso de dos masas y de 
tres, y tendriamos un sistema de ecuaciones diferenciales 
de segundo orden y simultáneas, de muchas funciones 
X. x', x"... y de una sola varíable independiente t, el tiempo. 
Las integrariamos como en los casos citados, obteniendo de 
estc modo ias ecuaciones en términos finitos del movimiento 
para todos íos puntos del sistema. 

Pero, á este método, aunque sencillo, impracticable, va- 
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mos á substituir otro más ráptdo, sólo que, en vez de ecua- 
ciones diferenciales simultáneas, tendremos una ecuación en 
diferenciales parciales. 

Para ello, elegiremos otra variable independiente ¿, que 
será la distancia de cada molécula en su posición de equili- 
brio á un origen O. Por ejemplo, para la b, z será la distan- 
cia Ob. 

De este modo, cada x será función de dos variables; la z 
que determina la posición de b en el sistema, y la x que de- 
termina el camino recorrido bb en el tiempo /. 

En resumen, de las ecuaciones de equilibrio. queremos 
deducir una función o tal, que tengamos para todos los pun- 
tos materiales ó moléculas b, a. c... 



deducída esta c de las ecuaciones diferenciales del movi- 
miento; porque si conseguimos esto, el problema quedará 
resuelto con una sola ecuacii^n. ¿Queremos, por ejemplo 
saber, en el tiempo t, el valor de x, es decir, la posición que 
ocupa la molécula 6? Pues no tendremos más que substttuir 
en 9 por z su valor, que en este caso será Ob, y por t, el 
tiempo que hayamos escogido. 

El movimiento de todos los puntos, estará escrito, porde- 
cirlo asi, en la ecuación anterior. 

Para ello, consideremos tres moléculas a, b, c, contiguas, 
y vamos á determinar la ecuación del movimiento de a. Por 
eso tomamos tres moléculas y no más, porque, según nues- 
tra hipótesis, sobre a, sólo influyen b y c. 

La forma de dicha ecuación, ya sabemos cuál es: es la 
forma general, 

m 

dt' 



^ m-'X. 



En este caso, X resultará de las acciones de las dos molé- 
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culas b y c sobre a; puesto que, como acabamos de indícar, 
las demás no influyen, dada la hipótesis que hemos estable- 
cido respecto al radio de acción molecular. 
Tendremos evidentemente: 

acción de b' sobre a'= —f{b'a) = -/{ba + aa—bV) = 

Ponemos el signo — , porque si b'a'^r^, la fuerza so- 
bre a' será atractiva y, por lo tanto, en sentido de las x ne- 
gativas; y diríamos lo contrarío, si b'a <. r^. 

Acción de c'sobrea'=+/(ac+cc'— aa')= +/(ro+x''— x'). 

Claro es que si suponemos, que la función/(r), se refiere 
á masas iguales á la unidad, tendremos que introducir las 
tres masas m. 

La ecuación del equilibrío dinámico, es decir, del movi- 
miento, será, pues. 



m^==mn-f{ro + x'-x)+f{r,+ x'-x')]. 



Desarrollando en serie, recordando que f^r^) es cero por 
las condiciones de equilibrio del sistema, y no tomando más 
que un término del desarrollo, resultará 



m -^ = -m^' [/'(ro) (x' - x) - /' {r,) (x" - x')l; 
dP 



ó bien 



m -^ = - m'^r (ro) [(x' - x) - (x" - x'>]. 
dt^ 
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Para obtener derivadas en vez de conservar diferencias ó 
dif erenciales , introducirenios la distancía r^, que podemos 
suponer sumamente pequeña, como si fuera una diferencial, 
en cuyo caso, la ecuación precedente puede escribirse de 
este modo: 



'd' X- 



= m^f(r,)- 



-m'u'f'ir,)- 



be X 



3 es la relacifin entre el incremento que reci- 

I pasar de 6 á a, ó sea cuando se da á oí) = z el in- 



cremento sumamente pequeño /■„; luego, dada la pequeñez 
que suponemos en lodas estas cantidades, será dicha rela- 
ción la derivada de x con relación á z; es decir, que aproxi- 
madamente podemos poner 



dx 
dz ■ 



Del mismo modo, - 



- es 1a derivada de x con rela- 



ción á z; pero no para el punto b, sino para el punto a; de 

suerte, que es el valor de en que se ha dado un incre- 

dz 
mento r^ á z. 

Luego el numerador es la diferencial segunda de x con re- 
lación á 2, y como está dividida por r,, que suponemos que 
es dz, la ecuación anterior puede escribirse de este modo. 



represenlando por subindices los piintos á que se refieren las 
diferenciales. 



d'x 

m = m- 

df 



,..,.(ifkía, 



ó, finalmenle, 



d- X _ 2 1 r ( \ ^^ ^ 

dl'- " ° d z'- ' 



Esta es la ecuación diferencia! lineal de segundo orden, en 
diferenciales parciales, de x respecto á í y á z, á que nos refe- 
ríarnos al principio. 

Sirve para todos los puntos del sistema, menos, en rigor, 
para los dos puntos extremos, y suple á todas las ecuacio- 
nes dilerenciales simultáneas, que tiubiéramos podido formar 
para todas las masas que e1 sistema comprende. 

Esta ecuación, obtenida como ejercicio para mis oyentes 
por un método más claro que riguroso, es un caso particular 
de muchas otras ecuaciones de la Fisica matemática: por 
ejemplo, de las ecuaciones de la elasticidad; de las del mo- 
vimiento de la luz; de fas ecuaciones de la acústica, y de 
otras varias que seria largo citar. 

Por eso, como preparación, como ejercicio, y casi pudie- 
ra decir, como orientación, la he desarrollado con algún de- 
tenimiento, por más que el problema sea sencillisimo y ele- 
mental. 

Vamos aliora á deducir consecuencias de esta ecuación, 
que todavja simplificaremos, poniendo 

m ín^f' {r„) = a\ 

Advirliendo, que como todas las cantidades del prímer 
mienibro son positivas, el segundo miembro también lo será; 




por eso le damos la forma de un cuadrado. y porque, ade- 
más, slmplifjca las notaciones. 
Resulta, pues, diviendo por m la ecuación diferencial 






(I) 



Hay que integrar, pues, la ecuación (1) y la integral debe 
satisfacer, además, á las condiciones iniciales, que serán: re- 
ducirse x en cada punto al valor correspondiente á / — o, 
según la posicii^n de que partan los móviles, y dar la velo- 
cidad inicial que cada molécula liene en dictio instante inicial. 

En rígor, aun debería satisfacer la inlegral á las ecuacio- 
nes de los limites en el espacio, es decir, á las dos moléculas 
extremas; pero prescindiremos de este punto para no com- 
plicar el problema y para no alejarnos de nuestro objeto; 
es decir, que podremos suponer indefinida en ambos senti- 
dos la fíla de moléculas, y no tiemos de ir á buscar las dos 
últimas al infínito. 

Una inlegral parlicular de la ecuación diferencial del mo- 
vimiento, se ofrece, desde luego, como en todos los casos 
que hemos tratado hasta aquí, expresada por un seno ó por 
un coseno; podremos, pues, escribir 

X ^ A sen{hz -\- gt). 

Al término en / hemos agregado otro término en z, y con 
esla forma veremos que, en efecto, la expresión anlerior es 
una Íntegral particular de la ecuación en diferenciales par- 
ciales. 

A este fin, dtferenciando dos veces el valor de x con rela- 
ción i z,y otras dos veces con relación á t, lendremos: 
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ÉlL 

dz^ 



= — Ag^s^n{hz+gt)\ 



= — A h^sen{hz + gt); 



ysubstítuyendoen(l) 

-- AgHen{hz + gt) = — Ah'^a^sen{hz -{- gt), 

óbien 

gi = h-a^; 
de donde 

g ==±ha. 



La ecuacíón díferencial queda, pues, satisfecha, escogien- 
do arbitraríamente góh y dando á la otra constante, uno de 
los dos valores que resulten en la última ecuación. 

Escojamos uno de éstos y tendremos la integral particular 

x = A sen{hz -\- hat), 

siendoj" = ha. 

Esta ecuación satisface, en efecto, á la ecuación en dife- 
renciales parciales; pero no podría satisfacer á las condicio- 
nes del instante inicial, que suponen gran número de cons- 
tantes arbitrarias, puesto que no podemos disponer más que 
de dos, á saber A y h. 

Ni vale tampoco, como demostraríamos fácilmente, sumar 
muchas integrales particulares de esta clase, como no acu- 
diésemos á otros métodos y á otras fórmulas, por ejemplo, 
la de Fouríer, en cuyo estudío no podemos detenernos ahora. 

El valor de x que hemos determinado, no es el valor ge- 
neral, pero corresponde á un caso particular: á aquel en que 



— 134 — 

las veloddades y los punlos de partída resultan de la fórmula 
iDisina. 

Nos explicaremos con más clarídad, y demos ante lodo, 
para fijar las ideas, valores determinados á h y Á. 

Esto supuesto, si damos á / el valor cero, y representamos 
por X, la separación intcial de cada masa. claro es que x, 
scfá distinta para cada punto del sistema, y teadremos 

JCo = Aseahz; 

de suerte que, cada punto detenninado por z, se separa de 
su posición de equilibrío en el instante inictal una cantidad 
representada por et segundo miembro de 1a última ecuación. 
Basla, pues, para obtener esias separactones, dar á z los 
valores infinitamente próximos 



.o,r^.2r„,3r„. 



y el valor que resulte para x„, será dícha sepaiactón inicial. 

Si para ia claridad de la fígura sei\alamos estos valores 
deXn> no sobre la línea de las masas, sino perpendicular- 
mente en cada punto. resultará una curva, representando dí- 
chas separaciones iniciates (fig. 12). 

Esta curva, que podemos suponer continua por la proxi- 




midad de las masas m. es una sinusoide, en que hemos exa- 
gerado las dimensiones de las ordenadas. 
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Su ecuación es precisamente 



Xo = AsQnhz, 



referída á los ejes oxo, oz, 

Para una molécula cualquiera a, su separación inicial será 
ab, que deberá contarse en ac sobre el eje de las z. Asimis- 
mo, la separación para la molécula a\ sería a'b\ que se con- 
taría en a'c'. En a" la separación inicial sería nula; y en a'" 



sería a "6"'. 



Claro es, que si éstas fueran las separaciones iniciales, el 
valor de x satisfaría, no sólo á la ecuación diferencial, sino 
también á las posiciones iniciales de las moléculas. Nos que- 
da todavía lo relativo á las velocidades para el instante t = o. 

Para ello diferenciaremos el valor de x, después haremos 
t = o,y resultará 

dx 



dt 



= Ahcoshz. 



Para cada punto z, ó si se quiere, para cada masa, esta es 
la velocidad que debe tener en el prímer instante dicho pun- 
to, y claro es, que representa también otra sinusoide, que es 
la del coseno y hemos representado en lafígura 13. 




Flflura 13. 



Lo que hemos dicho para las separaciones iniciales, po- 
demos repetir para las velocidades. 
Por ejemplo: construída la curva, para la molécula a, la ve- 
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locidad inicial será ab, que deberemos aplkar en ac y en 
sentido positivo sobre el eje de la z. 

En suma, si ias separaciones tniciales de las masas estu- 
vieran delerminadas por la ecuación 

Xg- = A sen hz, 

6 sea por la curva de la figura 12, y las velocidades para el 
mismo inslante por 1a ecuación 

^ i4/icos/iz, 

dt 



6 sea por la curva de la figura 13, la ecuación 
X ^ Asen(l¡z + gt) 

satisfaria todas las condiciones del problema, asi á la ecua- 
ción díferencial, como á las condiciones inicial para t = o. 
Seria la solución, pero ¿la única solución para este caso? 



£n cada uno de los ejemplos anteríores Ilegábamos á una 
solución y era la única solución. A ésta se le podfa dar va- 
rias formas; mas todas se reducfan á una sola. 

Aquella clase de problemas en ecuaciones diferenciales si- 
multáneas, no podian tener más que una solución , corao de- 
mostró Cauchy en su célebre teorema. y como se demueslra 
desarrollando las funciones en series, que resultan conver- 
gentes y únicas en los circulos de convergencia. ¿Pero en 
las ecuaciones diferenciales parciales, sucede lo mismo? 

Es un punto importante el que acabamos de senalar; mas 
hoy no podemos entrar en más pormenores ni en discusio- 
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nes más amplias, pues no son de este momenlo y nos sepa- 
larian de auestro fin. 

Baste recordar que la ecuación diferencia! parcial es la con- 
densación, por decirlo de este modo, de miichas ecuaciones 
diferenciales simultáneas, ó si se quiere, la generalización 
de una de ellas; y de lodas maneras el teorema de Cauchy 
subsiste todavía como puede verse en varias obras de Cál- 
euio integral, por ejemplo en la de Mr. Jordán. 

Volvamos, pucs, á la integral 

X ^ A sen {hz -^- gt), 

-¿dmitiendo las condiciones ya expresadas. 

Observemos en esta ecuación, que si al liempo / se le da 

2 ~ 
n incremento , el valor de ;c no se alterará, porque len- 



n í Ar + £■ í/ + ^\\ - sen {hz + gt + 2«) = 
= = sen(/iz -f gt). 



|De suerte que la vibración, ya podemos darle este nom- 
, es periódica, como el seno de un arco, y el tiempo de la 

eilación completa es precisamente d =^ . 

Y eslo para todas las masas, porque en lo que difiere 
una de otra. es en el ténnino hz, que caracteriza cada punto 
malerial, según sea el valor de z; mas el período es siem- 
pre el mismo: 0, Lo que cambia de una á otra masa, es lo que 
se Ilama la/asc, 6 sea el punto de partida, como ya sabe- 
mos por la figura 12. 

Pero presenta además la fórmula otra particularidad de 
__e3[lraordinaria importancia, á saber: que st en dicha fórmula 



X - i4sen(/íz + gi), 




se le da á z un incretnento — '—, tampoco cambia el valor 

h 
de X. 

En efecto, resultaria 

sen [^(2 + — ) + ífl sen{A^ + 2::+íO = 

= sen(/íí +£-/)■ 
De suerte, que dos puntos que disten entre sf una lcHigÍ- 



ción de su punto de partida. puesto que los valores de x son 
iguales. 
Más ciaro: supongamos (fig. 14) que en un instante cuah 



quiera t, la molécula o, se ha separado de su posíción inidal 
una longitud, j: ^ Oc. 

Pues, contando sobre el eje de las x varias veces aquella 

longitud /, á saber: Oa =■ aa' = a'a" = /, todas estas 

moléculas habrán hecho la misma excursión , todas se habrán 
separado de su origen la misma longitud Oc = ab = a'b'...., 
Y si recorremos todas los moléculas entre O y a, cada una de 
ellas, por ejemplo d, en el instante que estamos consideran- 
do, habrá ejecutado la misma excursión de, que la molécu- 
la d', cuya excursión será d'e' = de, si dista de d !a longi- 
tud /. 

En suma, todas las excursionesde lasmoléculas. desde O 
hasta a, se reproducen en cada inslante en los cspacios 
Oa = aa' ^■- a'a" = = /. 



A este conjuiifo de excursiones, repmducidas constante- 

mentc á lo largo de x, se le da el nombre de onda, que re- 

cuerda la oia de los mares; y á ta longidid constanle /, se le 

da el nombre de longitud de la onda. 

Claro es que todo esto puede repetirse eligiendo cualquíer 

punlo como origen, loda longitud /, por decirlo asi, se re- 

produce. 

Observemos que esta longitud /, es precisamente igual á 

la longítud de la onda de las excursiones y de las velocida- 

des intciales. 

Por últímo, advertiremos, que en este problema se presen- 

tan tres cantidades, que se reproducen en mullitud de pro- 

blemas de la Flsica matemática, como son: la loiigitudde la 

onda, el pen'odo de la oscilación ert cada panto y la fase 

que determina la posición de !a molécula al empezar el mo- 

vimiento. 

Todavia hay otra cantidad imporfantc sobre la cual debo 

llamar !a afenciún de mis oyentes. 

Henios dicho que la longitud de la onda tenía por valor 

2t 2- 
¡ = -¿— , y el período de la oscilación, íi = , es decir, 

que al terminar una masa cualquiera su oscilación completa 
en el tienipo Q y volver á su posición inicial, otro punto que 
está á la distancia / de dicha masa, empieza á ejecutar una 
oscilación idéntica; es !o mismo que si en este fiempo 'J !a 
oscüación hubiese marchado llegando á la distancia /: su 

/ p- 
velocidad de marcha sería evidenfemenfe -r- = 4-. 

n 

A dicha cantidad se !e da e! nombre de velocidad de la 
unda. Porque. aunque realmenfe las inasas no marchan con 
esa velocidad, pues sólo sc separan cantidades peqiieñísimas 
alrededorde su punto de equiHbrío, la forma, la ondula- 
ción, marcha con la expresada vefocidad. Así, cn el mar, 
parece que !as ulas caniinan, y camina el oleaje conio forma, 
pero no camina !a masa de agua que consfifuye cada ola. 




Debe nolarse, y lo advertimos de pasada, que el valor de 
esta velocidad. que representaremos por V. de modo que 



es igual, según laecuacÍón^=±/io, á a, es decir, V=±a. 

De suerte, que la velocidad del olcaje, ya en un sentido, 
ya en otro, es igual, numéricamente, á la constante a, inde- 
pendientemente de la longittid de la onda / y del tiempo de 
la oscilación 6. 

Lo cual parece indicar, que en este ejemplo, como en el so- 
nido, no hay dispersión: todas las vibraciones, más rápidas 
ó menos rápidas caminan con la misma velocidad; si hay 
muchas unidasno se separan ni se dispersan, stno que van 
á la par. 

En la luz, esto está en contradicción con los hechos y la 
teoria ha tenido y liene que hacer esfuerzos para acomodar- 
se á ta realidad. 

Pero volvamos al punto que venfamos discutiendo; á sa- 
ber: si al menos en este ejemplo particular, y suponiendo 
que el calor pueda expresarse por un movtmienlo vibratorio 
longitudinal ó transversal (este es otro problema), ya del éter, 
ya de la materia ponderable, ya de ambos, la ley de equili- 
brio de temperaturas queda satisfecha. O de otro modo: si 
representando la temperatura por una cantidad proporcio- 
nal á la fuerza viva media de cada molécula, esta fuerza 
viva media es constante para todas las moléculas situadas 
sobre el eje de las z. 

En este caso, si lo es, como vamos á demostrar inmedia- 
tamenle. 

Del valor general de x se deduce la velocidad de cada mo- 
lécula, diferenciando con relación al tiempo, y tendremos 



dx 



= — Agcos{fiz -f gt), 



- 131 - 

y elevando al cuadrado, resultará para cualquíer molécula, 
que esté caracterízada por el valor de z y en cualquier ins- 
tante, 



De donde se deducirá la fuerza viva media para cualquier 
punto del sistema por el método, que ya hemos explicado 
tantas veces. 



Valor medio de 



[(f)> 



^ ■ cos»(/rz + gt)dt = 



e 



Asgt />oi 



e 
J[tgi 



í> 



-[1 +cos2{hz+gt)]dt; 



e 



ó, en fin, 



,£Ldt + ^j^^^^cos2ihz+gt)dt, 



valor medio de 1 m l i 1 = — 

L W//J 2 



= — mA^g'-. 



Porque la segunda integral, que es un seno, para cero y 
para toma valores iguales. 

De aqul se deduce, que para todos los valores de z, es de- 
cir, para todos los puntos del sistema, la fuerza viva media 
es constante, toda vez que m, A y g son independientes de 
dicha variable z. 

Vemos, pues, que en este caso la ley del equilibrio de 
temperaturas, 6 sea la uniformidad para toda la masa de la 
fuerza viva media, se verifica exactamente. Pero no se olvi- 
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de que se trata de un caso particular y de una distribución 
inicial de velocidades, particularisima. El equilibrio subsiste 
desde el principio, y hemos demostrado, no que se estable- 
ce, sino que establecido, se conserva. 
Debemos ahora pasar al caso general. 



La ecuación en diferenciales parciales del problema hemos 
dicho que es, 

d'-x _ ,, rf'x 
dP ~°' dz' ' 

Y se trala de buscar su integral general. 
Se sabe que esta integral es de la fonna 

x = F{bz-{-gt). 

en que F representa una función arbitraria. Ya no son unas 
cuantas constanles, muchas ó pocas, de las que disponemos, 
es toda una función arbitraria F; y veamos si puede determi- 
narse de niodo, que satisfaga á la ecuación diferencial, y ade- 
más á las condiciones del instante t = o. 

Pero anles vamos á darle otra forma, observando de paso, 
que se reproduce el binomio hz -\- gl del ejemplo anterior; 
pero no bajo el signo seno, sino bajo el signo F de una fun- 
ción arbitraria. 

Sacando fi factor común, lendrenios, 



-(M^ + fo). 



y con suprimir esta cantidad fi y suponerla comprendida en 
la forma arbilraria de la función, claro es que no quitamos 
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generalidad á dicha función /% que de todas maneras es ar- 
bitraria. 

Además, repesentaremos — por la letra V y tendremos 

h 

para solución dé la ecuación diferencial 



Veamos si en efecto satisface á la ecuación diferencial; 
porque ya que no demos su demostración directa, bueno es 
que la demostremos ó comprobemos haciendo ver, que redu- 
ce la ecuación diferencial á una identidad. 

Deduciendo por diferenciación, diferenciando dos veces 
por relación á / y dos veces por relación á z, los valores de 
los dos coeficientes diferenciales, tendremos 

d'X d^ X 

" ^ = V^F' (z + W), -^^ = F" (z + Vt), 



dt^ dz' 



y substituyendo en dicha ecuación diferencial 

V» F" (z + Vt) = a^F' (z + Vt), 

ó bien 

V^ = a\ 



Para que este resultado sea una identidad, basta que de- 
mos á V el valor + a, ó el valor — a; de modo que, en ri- 
gor, tendremos dos soluciones, que, como luego veremos, 
representan dos ondas: una que camina hacia la derecha con 
la velocidad V, y otra que camina hacia la izquierda con la 
misma velocidad, es decir 

jcj = F{z +Vt y x, = F(z - Vt). 



en que V tiene el valor a que sólo depende de m y dc /"(rn), 
es decir de aquellos eletnentos qiie caracterizan al sistema 
en cuesHón: masas y fuerzas internas. 

Ahora tenemos que disponer de la forma de la función F 
para satisfacer á las condiciones del instante inicial t = o, A 
cuyo fin disponemos de la indeterminación absoluta de la 
función F. 

Supongamos, para fijar las ideas, que todas las masas 
parten de su posición de equilibrio, es decir, que para t= o 
se tiene x — o, sea cual fuere e! valor de z. 

Y, además, que la velocidad para cualquier punto está de- 
tenninada por ía función 

escogiendo w arbitrariamente; y claro es que de este modo 
resolveremos el problema con toda la generalidad imagi- 
nable. 

No olvidemos un principio, que se aplica á todas estas 
ecuaciones diferenciales lineales, y es, que si tenemos dos ó 
más soluciones, si se multiplican por constantes y se suman, 
el resultado será una nueva solución; lo cual se comprueba 
inmediatamente subslituyendo dichas soluciones en las ecua- 
ciones diferenciales parciales y sumando. 

Tenemos dos soluciones :c, y x,; multipliquemos la se- 
gunda por — 1 y sumemos, con lo cual se obtendrá la so- 
lución 

x= Fiz-\- Vt)- Fiz~ Vty. 

ésta satisface, por lo que acabamos de decir, á la ecuación 
diferenciai; haclendo t = o, queda 

Xo = Fiz)-Fiz) = o 



para fodos los valores de z; luego todas las masas partirán 
del punto de equilibrio. 
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Para las velocídades tendremos: 



^^ =VF{z+ Vt)+ VF{z- Vt); 



dt 



y haciendo t = o, 



\dt). 



= 2VF'{z\ 



en que el primer miembro representa la velocidad para cual- 
quier masa en el instante inicial. Como la distribución de ve- 
locidades para este instante estaba dada por la función ?(z), 
basta que pongamos 

2VF'(z) = ?(2:); 
de donde 

y que determinemos F de modo que satisfaga á esta ecuación. 
Mas como F es arbitraria, la ecuación anterior puede que- 
dar satisfecha: integremos, y resultará, para determinar la 
forma de F, 



Fiz)^-^fo(z)dz. 



Dicha forma, hasta ahora desconocida, de F, será la que 
resulte de la integración; problema determinado, porque f 
es una forma conocida. 

Si la de la integral fuese $ {z), ésta sería precisamente la 
forma de F, y la integral general sería 

jc = 4> (z + V/) - * (^ - Vt)' 
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Dicha integral satisface á todas las condjcíones del proUe- 
ma; y perdonen mis oyentes que insista, pero nunca se peca 
en ios comienzos, ni por exceso de ctaridad, ni por expli- 
cacioncs minuciosas, que más tarde pueden parecer tñ- 
viales. 

Esta ecuación, decimos, satisface á la ecuación diferencial j 
sattsface á las condiciones de origen , es decir, cuando t = o. 

Y volvemos aqui á repetir una pregunta que hace poco 
hacíamos, y que pudiera repetirse en todos estos problemas: 
dada que esta sea una soíucián. ¿es única? 

Debe ser única, porque el problema mecánico lo es. Da- 
das las posiciones de los puntos, sus veiocidadesiniciales y 
la ley de las fuerzas internas, y sólo digo fuerzas íntemas, 
porque ninguna fuerza externa suponemos que actúa, el pro- 
blema mecánico está perfectamente determinado; no presen- 
tándose ninguna solución singular. según discute Mr. Bousi- 
nesque en una Memoria curiosísima, y á mi entender de im- 
portancia, sobre el determinismo. 

Y pues el problema mecánico es deferminado y no tíene 
más que una soiución, natural es que el problema anallttco 
no tenga más que una, y que st hemos encontrado una, esa 
sea la tínica y la verdadera. 

Ya comprendo, que esto es tener excesiva fe en la armo- 
nía que debe existir entre la realidad y el análisis matemáti- 
co, y que bueno seria demostrar que el problema propues- 
to, como problema de análisis, no puede tener más que una 
solución: Cauchy lo ha demostrado en general; pero ya di]e 
antes que no podia detenemie en esfos pormenores. Sin em- 
bargo, aunque muy de pasada, algo diré para evitarme en lo 
sucesivo nuevas aciaraciones. 

Supongamos que existen dos soluciones, x,, x-.. que sa- 
tisfacen á la ecuación diferencial y á las condiciones de ori- 
gen, esdecir. para t --= o.y vamos á indicarcómo puedede- 
mostrarse, que ambas soluciones tienen qiie ser idénticas. 

Si satisfacen á la ecuaciún diferencial, tendremos: 
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d^ ^i _ Q^ d' X, d^x, ^, d^x, 



dP dz^ ' dP dz^ ' 



y restando 



d' {X, - X,) _ ^, d^ (X, - X,) 



= a 
dU dt 



3 



luego Xi — x^ satísface á dicha ecuación. 

Sí Xi y ^2 determínan cada una por sí las mismas desvia- 
ciones iniciales y las mismas velocidades, x^ — x^ determi- 
nará para el orígen del movimiento una desviación nula y 
una velocidad nula. 

Desarrollando Xi — x^ por la serie de Taylor, y claro es 
que suponemos la posibilidad de un desarrolk) convergen- 
te, tendremos, llamando/(z, t)á Xi — x^, 

JCi - X, =f{z„ /o) + Í&^ dz + ^lí^^ dz^ 

d z dz^ 

dt 2 dzdt 



dt^ 



y es fácil probar que todos los coeficientes son iguales á cero. 
Desde luego lo es /{Zq, t^), porque las desviaciones ini- 

ciales son nulas. También lo es ^^ ^' "^ porque son nu- 
las las velocidades iniciales. 

Asimismo -^^ ^' ^^ porque todas las desviaciones son 

dz 

iguales á cero sobre el eje de las z para / -= o. 

cpfíz t) 
Por la misma razón es igual á cero — ¿\_o>__o¿^^ y ^^j^^ ^l 

dz^ 



-« ji 
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segundo coeficicnte diferencial, con respecto á la z, es igual 
a1 segundo coeHciente diferencial, con respecto á t. salvo un 
factor constante, este último coeficiente diferencial también 
será nulo para í ^ o. 

También será nulo el coeficiente diferencial — ~ "' " , 
dzdt 

que no es otra cosa que el valor de — para t=o, 

dz 
como se pone en evidencia considerando el plano tangente 
á la superficie/— o en cualquier punto del eje de la z. 

Y, por último, diferenciando varias veces la ecuación di- 
ferencial, seguiria demostrándose lo mismo para todos los 
demás términos. 

Luego Xi — Xí = 0, y, por lo tanto, x, = x,- 



Claro es que la solución á que llegamos antes es general, 
y puede aplicarse al caso en que las excursiones iniciales de 
las moléculas y las velocidades scan arbitrarias. 

En efecto; tomemos dos funcioncs Fy{z Vf),FA^^ Vf) 
arbitrarias y representemos por a{z) la función de las des- 
viaciones iniciales para cualquier puntoz, y por ¡i {z) !a fun- 
ción de las vetocidades para el mismo instante; y es evi- 
dente , que podremos satisfacer á las dos ecuaciones de con- 
dición, haciendo 

x = F, (z-1- V/)+ Fí(z- Vt) 



- - VF,-{z + Vt) - VF'.{z - Vt), 



substiluyendo en ellas i = o, con lo cual 
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Basta para nuestro objeto establecer las dos ecuaciones de 

condición, 

a(z) = F,(z) + F,{z), 

P(z)= V F,' (z) ^ V F,' (z); 

ó diferenciando la prímera, 

a (z) == F/ (z) + F/ (z) 
p(z)= V F,' (z) ^ V F,' (z). 

De éstas se pueden deducir F^ y F\,é integrando, obten- 
dremos F^ y F, en valores de a y p, es decir, sus formas 
respectivas, con lo cual el valor de x satisfará todas las con- 
diciones del problema. 

Mas para nuestro objeto, nos contentaremos con una de 
las ondas, y, por lo tanto, con la solución 

jc = F(2r - Vt). 

Así F continuará siendo una función arbitraria, en que las 
excursiones iniciales de las moléculas, ó, si se quiere, sus 
fases iniciales, estarán dadas para cada punto por 

F(z), 

y las velocidades para el mismo instante por 

-Vr(z). 

Y vamo$ á d9nio$trar que en est^ caso, cuancfo se esta- 
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blece lo que hemos llamado el equilibrio dinámico, la fuerza 
viva media de cada molécula no es igual en todos los pun- 
tos, de modo que no existe el equilibrío de temperaturas, tal 
como lo habíamos imaginado, sino una onda de calor que 
circula por el cuerpo, 6, si se quiere, una onda de fuerza 
viva que lo recorre todo él. Y no se olvide que en este ejera- 
plo y en el presente estado de exploración y preparación sólo 
suponemos vibraciones longitudinaies. 






Partamos, pues, de la ecuación 

z=F{z- Vt) 

y supongamos que la forma de Fes la que marca la figura 15, 
y se compone de una curva O fi C y de dos rectas índefini- 
das CDy O D' coincidiendo con el eje de la z. 



D' 




9i p: 



Flgura 15. 



Es decir, que llamando en general y á la ordenada de di- 
cha curva y ¿/ á la abscisa 

y --= F{a), 

representa la línea recta D' O, la curva O fi C y la recta C D. 

Sobre la posibilidad de dicha representación , algo diremos 

más adelante, por ahora considerémosla como demostrada. 



Y ruego que fijen su atención en este punto mis oyentes, 
lorque-es fundamental para muctias cuestiones. Si en la úl- 
tima ecuación se da á « un valor negativo, que corresponde- 
rá á puntos de O D', se ve que F{u) se anula. Para valores 
de u comprendidos entre O y C, por ejemplo, para la Oa, 
toma el valor ab ^ F{a). Por último, para valores mayo- 
res que O C se anula en toda la exlensión que queda del 
eje de las z. 

Comprendido esto, observemos, que eligiendo para zy t 
valores tales que z — K/ sea constanfe, por ejemplo, igual 
á k, el valor de x será constante también é igual á 



Por lo tanto, siendo 



l^ 



F(k). 



X = F(k). 



los los puntos ó moléculas, que correspondan á valores 
de z, en los insiantes correspondientes á valores de /, tales 
que z y i cumplan con la condición expresada z ■ Vt = k, 
tendrán, pues, diclios punlos ó moléculas, la misma desvia- 
ción. 
Ahora bien, la ecuación 



-Vt = k, ó z= k-\-Vt, 



toniando z y í como variables, es la de una Ifnea recta, que 
hemos representado en la figura 16: scaA B dicha recta. 

La ordenada en el origen OA. será igual á fr, y la tangen- 
te dei ángulo que forma con el eje de los tiempos será V. 

Si tomamos en la recla diferentes puntos b, b', b" , la con- 
sideración anterior nos demuestra. que cn el tiempo Oa la 
molécula que eslá á la distancia y ^ ab del origen, se ha se- 
parado de su posición de equílibrio, una cantidad igual á k. 
Cuando el liempo es O a' , la molécula que se encuentra á la 
distancia a' b' del origen ha realizado la misma excursión que 




a. Y la velocidad de este írattsporte de forma es igual evi- 



denlemente á 



bc 



■.tgb'bc'=y. 



Lo mismo podetnos decir para otro punto cualquiera. 
Por último, si O ü es igiial á un segundo de tiempo, la mo- 




PlBora ta. 



lécula habrá recorrido la distancia ba —k=ba—ca=cb, 
que es tangente b Ac = V. 

Si consideramos. pues, m conjunto de moléculas conti- 
guas, con sus desviaciones y sus velocidades correspondien- 
tes, este sistema caminará sobre el eje de las z con la velo- 
cidad V. 

Asf, pues, la curva OBC. flg. 15, con sus dos rectas CD 
y O D' se transportará paralelamente con la velocidad Vá lo 
largo de! eje de la z, tomando las posiciones A' B' C, 
A" B" C'... 

Claro es que en la figura 16, si en vez de suponer la ex- 
cursión A = k para t = o, suponemos otra excursión dis- 
tinta O A', O A", tendremos una serie de rectas A' B', A" 
B"... paralelas á 4 B. 

Todas las condiciones del movimiento están, por decirlo 
así, representadas en las figuras 15 y 16, que, por lo demás, 
advertiremos que no están hechas en la misma escala. 
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Asl como hemos representado la curva B C áe las ex- 
cursiones de cada moiécula, podríanios representar también 
la curva de las velocidades, respecto á la cual se repetiria 
cuanto hemos dicho con relación á la primera. Pero esta 
curva de las velocidades, en este ejemplo no es arbitraria; 

no podría ser OGC, A' G' C Sería, por ejemplo, coc', 

dediicida de la derivación de OBC, es decir, -- V F' (?). 

Y notemos, y esto es muy importante, que así como se 
transporlan con la velocidad V las curvas OBC, coc' , con 
ellas se transportan las líneas rectas que las preceden y las 
siguen sobre el eje de las Z. 

Es dicha onda una vcrdadera ola soUtaría, que deja detrás 
de si el reposo ó la inmovilidad y que no lurba la de las mo- 
léculas que eslán delante. síno cuando á ellas llega con la 
velocidad V en ese transporte de forma. 

Y esto nos demuesíra ya hasta la evidencia, que todos los 
puntos del sistema de moléculas, durante ei periodo Q de la 
oscilación, si la oscilación fuera periódica, que sobre esto 
nada hemos dicho, porque depende de la forma de F; todos 
los puntos del sistema, repetimos, tienen la velocidad cero 
y la fuerza viva cero, hasta que llega la onda, y después de 
haber pasado; y mientras ella pasa, tienen la serie de velo- 
cidades y de fuerzas vivas que corresponden á los diferentes 
puntos de ias curvas OBC, coc'. 



Fuerza es confesar, dada la descripción de este fenómeno 
de mecánica, que en nada se parece á la propagación del 
calor en los cuerpos. 

Por regla genera! , el calor no se transmite ó no parece 
que se transmite como una onda de altas temperaturas, de- 
jando detrás (emperaturas más bajas y encontrando también 
temperaturas más bajas en su marcha. 
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No es como la ola eii e! mar, ó como una ola ideal y aisla- 
da de luz, sino como la difusión de algo que busca su nivel. 

Hasta aqui, respecto á la propagación del calor, hay que 
reconocer, que las teorias vibratorias de la Fisica matemática 
no nos dan la imagen de los hechos sensibles. 

Asi lo reconocen muchos, y asi lo reconoce Mr. Boussinesq 
en su obra ya citada. 

Y sin embargo, con ser el resultado del análisis matemá- 
tico tan distinto del efecto sensible. que en nosotros produce 
la distrlbucióii del calor en un cuerpo más ó menos conduc- 
tor, todavia ocurren y podríamos proponer explicaciones 
para armonizar la teoria precedente, completada y extendida 
á los cuerpos de la Naturaleza, con los resultados prácticos 
de la Física experimental. 

Según las hipótesis antes referidas, los cuerpos se compo- 
nen de moléculas 6 partecillas de materia ponderable, á cier- 
ta distancia unas dc otras y bañadas de éler, que rellena to- 
dos los espacios ÍntermoJeculares. 

Si en un punto del s61ido se establece una agitación, es 
decir, una acumulación de fuerza viva del éter y de las ma- 
sas ponderables, nacerán ondas de vibración que se exten- 
derán alrededor de dicho centro. 

Las ondas de éter, al avanzar, transmitirán parle de su 
fuerza viva á las moléculas ponderables que encuentren, po- 
niéndolas en movimiento; pero con velocidades muy peque- 
ñas al principio, porque se supone que 1a masa de una mo- 
lécula ponderable es muchisimo mayor, que la masa de éter. 

Esta onda etérea avanzará, pues, por entre los obstáculos 
que forman dichas moléculas ponderables, y cada vez será 
más débil. 

Al Hegar á los limites de! cuerpo, en parte se refractará y 
en parte se reflejará, y repiliéndose esto de continuo, no será 
una onda solitaria de éter en vibración la que atraviese el 
cuerpo que consideramos, sino una acumulación de ondas 
etéreas. 
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Y otro tanto podemos decir de la onda engendrada por la 
vibración de ias moléculas ponderables. 

De suerte, que el problema es mucho más complejo de lu 
que habíamos imaginado al principto. y en cada punto. la 
íuerza viva media habrá que calcularla teniendo en cuenta 
todas las ondas qiie por él pasan cn un momento dado. 

Con lo cnal, sin que insistamos más en este pimto, se 
comprende, que al fin la fuerza viva media llegue á ser cons- 
tante s¡ es constante la temperatura en los limites de! cuerpo, 
y que además podrá explicarse el hecho de la transmisiún 
como la teoria analiíica del calor ladelennina. 

Cuando estudiemos la Termodinámica volveremos á insis- 
tir sobre este problema, del cual ahora no podemos más que 
dar una idea por todo extremo vaga y superficial. 



Confereno 



SeÑORKS: 



Hasta aqui, en el ejemplo que venimos estudiando respec- 
to á la transmisión del calor y á su equilibrio definitivo en 
los cuerpos más ó menos diatermanos, nos hemos referido 
siempre á nn solo cuerpo homogéneo, como lo es una serie 
de masas á igual distancia, procurando formarnos idea de 
cómo podrá circular el calor por dicho sistema. 

Y como tampoco tratábamos de resolver el problema en su 
generalidad, lo cuat reservamos para más adelante, sino de 
presentar uno ó varios esquemas: dos moléculas, tres mo- 
léculas, una fila indefinida y rectilínea de masas infinitamen- 
le pequeñas, simbolos que nos orientasen, respecto á la na- 
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turaieza del probleina expresado y á sus procedimientos de 
resolución, claro es que no pudimos abarcar la cuestión en 
su conjunto, ni aplicar las hipútesis á sistemas de tres dimen- 
siones. 

Digo todo esto, para quc cnmprendan mis oyenles, que 
nuestras conferencias no son más que cstudios de explora- 
ción, en que procuramos marcar los caracteres de la Física 
matemática y sus diferencias respecto á la Fisica experi- 
inenlal. 

En rigor, nos queda el aspecto príncipal del problenia, que 
es el del paso del calor de unos cuerpos á otros por el 
intermedio del éter 6 del aire, ó de otros cuerpos, que es 
como st dijéramos: transmisión del calor, y si el cator es fuer- 
za viva, transmisióti de la fuerza viva de unos sistcmas á 
otros, 6 de un punto á otro en un mismo sistema. 

De la nueva cuestión, s6lo presentaremos un esquema, y 
empleo esta palabra porque me parece la más propia, para 
que no se interpreten equivocadamente los estudios prepara- 
torios, que vamos liactendo para los cursos sucestvos. 



Pasemos, pues, á considerar un sistema de dos moléculas, 
de masas desiguales, M y m, que en el instante inicial, 
tengan también velocidades diferentes: v la masa Af; y V la 
masa m. 

Las velocidades actúan sobre la linea recta, que une las dos 
moléculas ó masas elemcntales, y supondremos, para evitar 
complicactones y no contar con el raovimiento del centro de 
gravedad, que se verifique la condición, 



Aív + mV^ 



Sabido es, en efecto, quc en un sistema sobre el cual no 
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actúan fuerzas exteriores, la sutna de las cantidades de mo- 
vimiento sobre cada eje, es constante. 

Como aqul el eje es único y en e! instante inicial esta suma 
es cero, lo será en todos los momentos; y como debe ser 
igual, por otra parte, á la cantidad de movimientos de todas 
las masas reconcentradas en el centro de gravedad, claro es 
■que, )a velocidad de éste será nula y permanecerá fijo. 



Plaura 17. 

Admitamos que en uii moinento cualquiera lamasa Afestá 
en a, y la masa m en b {fig. 17). 
Supongamos, como siempre, 

Mm = r,„ Ma x, mb =^ x'. 



A la función que representa la fuerza entre Aí y m por uni- 
dad de masa, la designaremos por/ (r), suponiendo. ade- 
más, como hasta aqui, que/' (/"„) es positiva, 

Las ecuaciones del movimienfo para las dos masas serán 
evidentemente; 



JW 



d'x 



--Mmf(r„ + x' ~x). 



- = --Mmf{r„'irx' —x); 



y desarrollando por la serie de Taylor, recordando que 
fifa) ^- o, puesto que las moléculas estaban inicialmente en 
la posición de equilibrio, y no tomando más que la primera 
potencia de la cantidad muy. pequeiia x'- — x,- 




M^^ = Mmf (r^){x - x). 



- = ~Mmf{ro){x -X). 



Por último, designando por o' el factor Mmf{r^). que es 
esencialmente positivo, llegaremos á las ecuaciones de for- 
ma sencillísima y análoga á otras anteriores: 



m = — íi'{i' — x\ 

Para integrar estas ecuaciones, pondremos: 

x = /1 sen bt, 

x' — -4'sen bt. 



Y empleamos los senus, porque suponemos, qiie las ma- 
sas M y m, parten de su posición de equilibrio y que, por lo 
tanto, para / = o se fia de tener x = o, x' = o. Aliora bien, 
empleando el seno, las mismas ecuaciones por su forma 
salisfacen á esta condíción inicial, y sólo queda que satisfa- 
gan á las ecuaciones diferenciales, y que, para í= o. M 
tenga la velocidad v y m la velocidad V. 

Obteniendo los segundos coeficientes diferenciales respec- 
to á /, y substiluyendo en las ecuaciones primitivas, ten- 
dremos 

— AMb'Senbt =^ o' (^' senííf Asenbt), 

— A'mb^ seabt ~ — a^ {A' senbl — A senftí). 
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ó bien, 



que se transfonnan en , 

A(a'-Mb'^) = a'A\ 
i4fl2:^i4'(fl2--/n62). 

Dividiendo, resultará una ecuación, que no tendrá más in- 
cógnita que 6, y de cualquiera de ellas deduciremos la rela- 
ción entre A y A\ 

Efectuando estos cálculos, resulta: 

fl2 — Mb' fl2 



fl2 á^ — mb^* 

de donde, 

M-^-m 



b' = fl2 



Mm 



en que el valor de b es real. Y por otra parte, substituyendo 
este valor de 6^ en la primera ecuación, y simplificando, 

A __ _ m 
A' ^ Af* 

Si diferenciamos los valores de x y x' y hacemos i^o, 
como las velocidades iniciales son v y V, resultará 

— = i46cos6/, 
dt 

dx' 

^ A'bcosbt; 



dt 
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y para / = 0, 



V = Ab; 



de donde 



i4= -^, V=A'b y i4' — — 
b ^ b 



Estos valores de i4 y i4' no son incompatíbles con la rela- 
ción anterior, porque tenemos, liaciendo la substitución , 

V _ /71 

y por lo tanto, Mv + mV= o, que fué la condición á que 
sujetamos las dos velocidades iniciales. 

El tíempo del período, se deducirá del valor de b, que ya 
hemos determinado en función de cantídades conocidas, á 
saber, de a, M y m: lo designaremos, como siempre, por 8. 

Las ecuaciones del movimiento para ambas moléculas, 
substítuyendo por A y i4' sus valores, serán, pues. 



X = — sen6/, 
b 

x= — senft/. 
b 



De aqul se deducen las velocidades, sus cüadrados y las 
fuerzas vivas en cada instante, es decir, 

= vcos6/, 



dt 
dx' 



= Vcosbt; 
dt 
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M(—X = Mv^cos'bt, 



m í-í^) =mV»cos»6/; 



(^)'=- 



y los valores medios, por el procedimiento ordinarío, que 
serán 

para Af — Mv^, 

para m — mV^. 



Si la ley de equilibrío de temperatura consistiera en la 
igualdad de las fuerzas vivas medias para todas las molécu- 
las, estas dos expresiones deberían ser iguales; pero no lo 
son, porque de !a condición establecida al principio 



se deduce 



Afv + mV=0, 



M^v^ = m^V^ 



ó bien 



M^ Mv'' = m-^mVK 
2 2 



De suerte que, en vez de ser iguales, resultan en la rela- 
ción de m á Af. 

Si este ejemplo, en vez de ser caso particularísimo, fuera 
el caso general, deduciríamos, que para que dos cuerpos de 
distinto peso molecular estén en equilibrio dinámico, la ver- 



dadera condición no es que las iuerzas vivas medias sean 
iguales, sino que la functón 



sea constante. Luego parece que la fuerza viva media de 
cada molécula no puede ser proporcional á la temperatura, 
y por lo tanto no !a puede representar. 

Lo contrario parece deducirse de la ley de Dulong y Petit, 
la cual, si fuera universal, daria para el equilibrío dinámico 
la igualdad de fuerzas vivas. 

Todo esto confirma lo que hemos dicho ya en otras con- 
ferencias, á saber: que la Termodinámica establecida direc- 
tamente sobre el movimiento vibratorio de las paríiculas de 
los cuerpos, ofrece en el momento presente grandes dudas 
y contradicciones. Y es que la hipótesis, por satisfactoria que 
sea, no está lodavia bien definida. 

Sobre todos estos problemas volveremos á insistir cn cur- 
sos sucesivos; en estas conferencias, que son una introduc- 
ción á la Física malemática, y una introducción, n6tese bien, 
de carácter elemental, no es posible que entremos en más 
amplio desarrollo. 



Pero de todo queremos decir un poco. y algo debemos 
decir todavía sobre la vibración dc estos sistemas elementa- 
les que vamos estiidiando y quc son como simbolos ó abrc- 
viaturas de los verdaderos sistemas de tres dimensiones, 
que hemos de estudiar más adelante. 

Hasta ahora no hemos examinado más que ststemas linea- 
les dc moléculas. y en estos sistemas las vibraciones longi- 
tudinales. 

Digamos algo. muy poco; tan poco, que sólo será una in- 
dicación, subre las vibraciones transversales. 



^^^^^^^^ 


■ 


^^ Sean dos tnoléculas de masas Iguales m y m', fíg. 18. y 




supongamos que se separan en sentido perpendicular á la 




recta que las une. de suerte que m ^ 


S' 




en un momento cualquiera está en a 








y m' en o'. ' 
Como ya cstudiamos las vibracio- r, 


»,.; 












nes longitudinales, estudíando ahora, 


\ 






ó indicando cómo pueden estudiarse 








las vibraciones transversales, queda- 


'-.^ 






rá índicado también el método para 
el caso general de vibraciones obli- 
cuas, toda vez que éstas pueden des- 




'--. 








componerse en una vibración longi- 


>- 






tudinal y dos transversales. 








La distancia aa' es distinta de m 


í 






m' ; por lo tanto, ya no subsistirá el "' 


"' 








equilibrio, sino que se ejercerán ac- a 




S 




ciones iguales y opuestas entre am- 












Das tnoiecuias. * ;.■-•-' 

Si m m' es la distancia de equiH- s ■•''"" 






\\r\r\ lni; ai-í-ifMioc Bi)(re ff y q' ^pfTn 






de atracción; sus componentes, pa- nour» ts 




ralelas á m m'. darían lugar á vibra- 




ciones longitudinales, de tas cuales ahora prescindimos , y 




sólo vamos á estudiar siis efectos sobre las rectas transver- 




sales m a. m' a'. 




La función que determina la fuerza en valor de la dislan- 




■fja, essiempre/ír) en este caso/(o(i'). 




^B Pero tenemos, haciendo m a — x y m' a' = x', 






H aa' =^(aby h (ba'Y -\'r„^ + (x' - x)» = 


l^- '•(-(,. »'. 




^^^ 


^ 
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!• 



Desarrollando y no tomando más que los dos primeros 
térmihos, 

'"'• - ^» ( • + i e^)') = ^- + li- <'' - '>'' 

y, por lo tanto , 

/(aa)=/(ro+-^(x'-x)^) = 

= /(ro)+/'(ro)-~-"(x'-x)>; 

2rn 



no tomando en el desáfrollo de x más que los dos prímeros 
términos también. 
Y por fin, recordando que/^r^) es cero, 

/(aa')^/i^(x'--x)^ 

Observemos de paso, que este resultado difiere en cuanto 
á la forma de todos los que hasta aquí habíamos obtenido; 
porque en vez de resultar la fuerza una función lineal de ias 
distancias al punto de equilibrio, resulta la segunda potencia 
de la diferencia. 

Pero es más; como las fuerzas actúan en la llnea aa' y 
queremos estudiar los movimientos transversales, tendremos 
que proyectar dicha fuerza sobre las expresadas lineas ma^ 
m'a, multiplicando á este fin por el coseno del ángulo a'ab; 

pero cos a'ab = -^ = ^^^^, próximamente. 

aa fo 

Resultarán, por último, para las ecuaciones del movimiento 
de ambas masaS; 
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m = /n* -^ ^ "^ (x — xy X , 

dt^ 2ro fo 

rf^x' , f(ro)\\ \, x'-x 

dt' 2ro fo 



r (r ) 
6 bien representando m •' ^ ^\ cantidad positiva, por a}, 

d^x * 



dt* 



= — 0« (x' — xf. 



Sumando las dos ecuaciones, obtendremos un resultado 
que puede integrarse dos veces, y por lo tanto una primera 
integrai; 

// /2 

dx , dx _ p 



dt dt 

Si para t=o suponemos las velocidades iguales á v y 
contrarias, con lo cual se evita el movimiento del centro de 
gravedad (fig. 18 bis), tendremos ^. 

dx ^dx^^^ . r^ *,. 



dt dt ' i L,-^ 

Flgura 18 bls. 

yolviendo á integrar, y suponiendo 
qué los puntos part^en de la posición de equilibrio, y que, 
por consiguiente, para t =- o, x y x' son nulas, resultará la 
prímera integral, 

X + x' = 6 X = — x'. 
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lo cual era evidente desde el príncipio por razón de sí- 
metria. 

Las dos ecuaciones diferenciales resultan iguales, en este 
caso, á 



rf/2 



=- — Sa'x\ 



Esta, como es sabido, se integra directamente multípli- 
cando por 2 dx. 
Tendremos, pues, 



2clxd'X o * u n^ 
r.= — 8a-x^ X 2dx; 

dt^ 



de donde 



( 



dt) 



Como para t'^o\a velocidad es v y x es cero, la cons- 
tante se determinará inmediatamente : 

vi! = + C 



ó bien 



(^y = v^..4a^..; 



rf/-=-^^ 



Vv* — 4o«x« " 

Esta última ecuación se integra por una cuadratura; pero 
como bajo el radical de segundo grado tiay un polinomio de 
cuarto grado, claro es que la integral será una función elfp- 
tica. 

La función inversa, también es periódica, y sin difícultad 
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pudiéramos discutir este caso; mas para nuestro objeto no 
tiene importancia, y por lo tanto nos contentaremos con lo 
dicho. 



r Este movimiento de vibraciones transversales no liene 
aplicación á los que se explican en la Física matemática, ya 
en la teoría de la tuz, ya en la de la elasticidad. 

Para aproximamos, aunque sólo sea en forma simbólica á 
los expresados problemas. qiie en su dia estudiaremos como 
ellos son en si. necesitamos planlear et ejemplo de otro 
modo. 

Supongamos dos rectas paralelas, A 4', BB' (fig. 18), que 
distan entre si To, y en estas dos rectas, formando cuadra- 
dos de lado Td, distribuidas unas series de masas iguales 
m,, m,. mg.... 

Suponemos que á todas las masas de la linea BB' se les 
comunica la misma velocidad f, , y á todas la masa A A' otra 
velocidad distinta i^. 

Claro es que se romperá el equílibrio que existía en la 
distribución primitiva, y que tas masas de una y otra linta 
lomarán un movimiento vibratorio, pero todas á la par, es 
decir, las de cada linea, porque todas se encuentran en el 
mismo casu. y sujetas ú las mismas fuerzas; es como si las 
lineas completas oscilasen una ante otra. 

Estos son los movimientos oscilatorios transversales. 

Como para cada linea, la distáncia entre cada dos masas 
es siempre ry,. claro es que no habrá ni condensación ni se- 
paración de masas, y lu que pudemus llamar la densidad de 
cada linea, quedará invariable. 

Todavia, para simplificar. supondremos que e1 radio de 
actividad para las atracciones ó repulsiones es superior á la 
diagunal de cada cuadradu, peru inferior á la del rectángulo 
que forman dos cuadrados. 
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En estas hipótesis es fácil establecer la eciiacit'n del mo- 
vimionto para cada molúcula de cualquiera de las dos lineas. 
Sobre la molécula nii no pueden infltilr más que las tres 
moléculas m.¡, m,, m,, de la línea opuesta AA'. 

Las moléculas de su propla Hnea BB' no Influirán, porque 
suponemos que se muevan á ta par todos los puntos de di- 
cha Ifnea. " 

Con la molécula m, no hay que contar tampoco, porque su 
acciún depende, como acabamos de ver, de(x — x'y\ y tas 
acciones qiie vamos á calciilar son de primer orden, (x — x'). 
No hay que tener en cuenla tampoco tas acciones longttu- 
dínales en el senlido m, m,, piies s6lo tratamos de oscilacio- 
nes transvcrsales en el sentido AA', BB'. 

En resumen, debenios determinar las acciones de m, y m^ 
sobre m, , y de estas acciones, ios componentes scgún BB' . 
Supongamos que en un iastante ctialqutera, 

/K, ha recibido el desplazamienlo x, , viniendo á c; 
m., el X,, ocupando la posición^, 
y nij el x,, llegando h /■ 
Sobre m, cuando llegue á c, acluará una fuerza en la di- 
recci6n cf: llamémosla if ; 

sobre nti, al mismo liempo. actuará otra fuerza según cg, 
que llamaremos v,. 
Serán las únicas eficaces: las demás de la llnea AA' están 
más allá del radio de actividad molecular; mj, como hemos 
dicho, prodtice tma ftierza de segtmdo orden de pequeñez, 
y las de la linea BB' están simétricamente colocadas re^KC- 
to á m,. 
. -Calculemos ^: tendremos: 

?-/(<■/)- /(Vf7> + ¿7') = 
- / tVv+lv+^. -^íj') - 

= / ( Vr." + V + 2r,(jc,.-^.l,>..+. {x,-.Xyyt. i.. 
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Despreciando (x» — Xi)- y simplificando: 



» =/(V2ro* + 2r„(x3 - x,)) =/[^V2ro»(l + ^^^jH 

Como suponemos que x^ y x^ son muy pequeñas respecto 
de To, podremos desarrollar el radical, y no tomaremos' más 
que los dos prímeros términos del desarrolto: resultará 

,=/[V^(i+li^)]= 



= / 



(roV2 + -^(x»-x0\ 



y para el desarrollo de la fuerza, 

? =/(r„ \/2) +'-!-/' ('■• V2) (^8 - ^>)- 

V2 



Para buscar la componente según cB', hay que multipli- 
car X por el coseno del ángu\ofcB', que aproximadáménte 
es ángulo mg mi /n^ , porque x^ , x., son infinitamente peque- 
ños: asf, puesto que m, /n¡, es la diagona! det cuadrado, 



luego 

í cos/cfi' = -±./(^0^2) + 1/' (roV/^) (X3 - X,). 

V2 2 

Calculemos ahora la fuerza según cg = ^, La marcha es 
idéntica á la anteríor: repetiremos los cákulos abreviando. 
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?. = íicg) - /(V^r„» + (/•„ -I X, - X,)*) - 

= /(V V + /•.* + 2r, (xi^"^) - 

= /(V2ro'4-2ro(x,-x,)). 

Pero las distancias entre los puntos sobre la linea AA nt 
conservan constantes; luego x« = x,, y por lo tanto 

í , ^ / (V^2r„* + 2r., (x, - x,)). 

que es de la misma forma que x, con sólo cambiar x, — Xt 
por X, — X3. 
Podremos escríbir desde luego: 

?, cos^cfi = -L- / (r« V'^) + i/' (ro V2) (x, - x,> 

V2 .2 

y 

? cosfcB' — », cosá'cB = /' (roV 2) (x, — x,). 
La ecuación del movimiento de m,, será, pues, 

/n -^ = /"'/'( roV^ 2) (x,-x,); 

ó poniendo 

mf' M2) ^ a\ 



dt' 



- a»(x,; -X,). 



Del mismo modo la ecuación del movimiento de otro pt^ ^ 
to de AA' será 



í/'Xs 



<//* . 



=- -a»(Xa — x,). 



l-AtTibas ecuaciones son de la fürma ordinaria y iio hay más 
E dos incógnitas; 



porque todas las x de cada línea son igiiales. 
Podriamos repetir, por lo tanto, lo que hemos dicho para 

I[ vibraciones longitiidinales, 
No insistiremos, pues, sobre cuestiones ya estiidiadas. 
! 
l*asemos á otro ejeniplo más, tomado todavía de la teo- 
I del calor, pero que bien al contrario del ejeniplo anterior, 
ofrece una gran sencillez, una gran claridad y una armonía 
perfecta con los resultados experimentales, al nienos en 

Éuanto á la forma de la ley fisica. 
pEs un hecho que, por regla general, los cuerpos se dila- 
n por el calor. 
El fisico liace constar este feni'imeno: cuando la cantidad 
de calor de un cuerpo aumenta , en general el vohimen de este 
cuerpo crece, y, porel cuntrario, voluinen y temperatura de- 
crecen á la par. 

Y la Física experimental, para maníenerse en la pureza y 
en la severidad de sus principios, deberia contentarse con 
señalar el fenómeno y con marcar los dos parámetros funda- 
menfales que en él se presentan. á saber: canliiiad de calor 
suministrada al cuerpo y aiimento de voiumen de éste; y 
no más. 

Y claro es, que suponemos en este enunciado, que la pre- 
si6n es constante, porque los parámetros fundamentales de 
todos los probleinas de Termodinámica, son los niismos que 
ya hemos seiíalado para los gases: volumen, presión y tem- 
peratura. 

Porahora prescindimos, como queda dicho, de la presión. 




por suponerla constante: y aun en el caso que vamos á exa- 
minar, supondremos qiie es nula. 

El fjsico no sabe cuál es la naturaieza del calor, ni al reali- 
zar sus experimentos debe tener ninguna idea preconcebida. 
ni debe partir de ninguna hipótesis. 

No conoce del calor sino siis manifestaciones sensibles y 
caracteristicas, sus determinaciones prácticas, ó sean sus ma- 
ni/cstacioncs mUurales y. sobre todu. su medida. 

El ffsico sabe cuándo una cantidad de calor es doble de 
otra. y cuándo es triple, y cuándo están dos cantidades de 
calor en la relación de /n : w. 

La Caiorimetría le enseña á resolver todos estos probiemas 
prácticos. 

Por otra parte. sabe medir volúmenes, de suerte que liene 
unidades para medir el calor, y aun sí no quiere planlear el 
problema de esta nianera y prefiere substituir á cantidades 
de calor. grados de temperatiira, que no es seguramenle la 
misma cosa, tendrá también unidades de medida para las 
temperaturas y los volúmenes; sóin le queda en este proble- 
ma ima cosa: obtener experimentalmente la funciím que en- 
iaza estos dos parámetros. á saber, volumen ^ función tem- 
peratiira. 

Y esta relación. mientras los cuerpos no están pr6ximos á 
cambiar de estado, mientras no han perdido, por decirlo de 
esta manera. sus condiciones de equihbrio estable, esta re- 
lacíón es bien senciila. 

Si se trata, por ejemplo, de las dilataciones de una tiarra 
pnr el calor, la función es lineal, los incrementos de voliimen 
son proporcionales á los incremcnlos de temperatura y la Fi- 
sica estudia prácticamente la cucstión y obtiene los coefícien- 
tes nuniéricos que corresponden á cada cuerpo. 
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La Flsica matemática clásica no se contenta con el liecho 
busca su explicación, y, precisando aún más, busca su expli- 
cación mecánica. 

Para ello, parte de la hipótesis, que establecimos en el 
ejemplo anterior, y que á tantas diidas, á tantas contradic- 
ciones y paradojas puede dar ocasión. 

El calor, decíamos de iina manera vaga, consiste en la 
agitaciún interna de las partecillas que cnnstituyen un cuerpo. 
Es un movimiento complejo, un conjunto niás ú menos 
complicado de vibraciones. 

Y lo cierto es, que el calor como cantidad se midc por ki- 
lográmetros, y este es un resultado experimenlal y univer- 
salmente reconocido, aun por los que más recliazan la teo- 
ría del calor como modo del movimiento. 

Aplicando esta liipótesis al problema que tratamos, (t sea 
al de la dilatacíún de los cucrpos porel calor, la explicación 
parece natural y hasla de sentido común. 

Más que natural, vulgarisima: entra en clerto modo por 
los scntidos. 

Cuando en una masa de gente se determinan grandes agi- 
taciones, al procurar cada persoiia espacio mayor en que mo- 
verse, empuja á tos que le rodean, y éstos á los dcmás, y 
la masa hitmana tiende á ensancharse; pudiéramos decir que 
se dilata en el espacio. 

Pues una cosa parecida debe suceder con un cuerpo ciian- 
do aumenta la agitacíón de sus particulas. 

A esta idea sencilla y satisfacloria como explicaciún del fe- 
nóraeno, le dió forma matemática hace muchos ailos, si inal 
no recordamos el afio 1876, en una nota que pubiicó en el 
periódico Les compíes rendites de la Academie de Sciences 
de París, el ilustre sabio Saint-Venant. 

Esa nota es la que vamos á reproducir en substancia. 
Véase la figura 7." de la tercera conferencia, y tomemos de 
aquella figura la curva que representa la acción entre dos mo- 
léculas; mas para seguir el texto de Mr. Saint-Venant, inver- 
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tiremos dicha curva, suponiendo que las fuerzas atractívas, se 
cuenlan en la dirección de las x negativas (fig. 19.). 

De aqiií se deduce, que asi como en los ejeniplos anterío- 
res f (r„) era positiva, aqui será negativa, como lo muestra 
la tangente eii í-. 

En cambio,/' (Tu) será positiva, porque la curva vudve 
su convexidad hacia abajo. al menos esto suponemos. 

Admitamos dos masas iguales á m, la una en o que es el 
origen de coordenadas; )a otra en c á la distancta ot:=tt 
de equilibrío. 




Mr. Saint-Venant toma, pues, un elemento compuesto de 
dos moléculas: es. si se me pennite la comparación, lo quc 
pudiéramos llamar la celdilla de un cuerpo; y viendo lo que 
pasa en ella, y acumulando efectos análogos entre cada dos 
crítlillas, püdremos formarnus idea de los efectos totales. 

En este eiemplo, el cuerpo s6lo tiene para nosotros dos 
moléciilas, y vamos á ver si aumentando la velocidad de vi- 
bración, que en nuestro caso es como aumentar el calor del 
cuerpo. y aun diremos más, es aumentar la temperatiira, por- 
que suponemos resueltamente, que la lemperatura se confun- 
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de con la fuerza viva tnedia; vamos á ver, repetitnos, si el 
sistema se dilata. es üecír. s't oc aumeiita. 

Supondremos además que una de las moléculas está fija en 
el ofigen, lo cual no es uii inconveniente, puessólo tratamos 
de esludiar inovimientos relativos. 

La otra molócula está eii c á la distancia dc cquililvio ro át 
la primera. 

Si oscila á un lado y otro de c eiitre c' y c", entoiiccs no 
habrá dilataciún, porque las dimensiones de los cuerpos se 
determinan para nucstros sentidos, y aun para los aparatos 
de medida más perfectos por diclias distancias de equi- 
librio. 

Aunque nosotros pudiéramos ver las dos moléculas m y 
aprcciar con la vista 1a distancia o c y aun medirla con atgún 
aparato muy sutil, aunque la molécula oscilase entre c' y c", 
como estas distancias son pequeñisimas en comparación 
con r„ é iguales, aun asi, para nosotros, la longitud del cuer- 
po seria siempre r„: verdadera dístancia media. 

Sí cl cálculo nos da que la distancia media oc es constan- 
te, rigorosamente constante, el cuerpü de que forman parte 
anibas moléculas, no cambiaria dc dimensión por el calóri- 
co, y existiria una contradicción evidentc entre la Flsica ex- 
perimental, que con la evidcnciade los hechosafirma, como 
anles vimos, que los cuerpns sc dilatan cuando la tempera- 
tura aumenta, y que las dimensiones lineales crccen propor- 
cionalmente á los aumentos de temperatura, y la Física ma- 
lemática que nos dijera: las distancias medias son constan- 
tes; los cuerpos no se dilatan por el calnr. 

Claro es que si así resultara, tanto peor seria para la Fisi- 
ca mateniática. 

Pcro, aunque así resiilta á primera vista, un estudio más 
completo salva la dificullad, y cl acucrdo es plenamente sa- 
tisfactorio entre el hecho experimental y la teoria malemática. 

Establezcamos , ante todo, la ecuaci6n del movimiento de 
la molécula m, y adverliremos, para seguir puntualmente las 
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hipótesis de Mr. Saint-Venant, que en / (r) está compren- 
dido el cuadrado de la masa m. 

La ecuación del movimiento será, llamando como siem- 
pre X á la excursión variable cc ' de la molécula, 



ó bien 






d-x 



que desarrollando, tomando tan sólo el primer término en x 
y recordando que /(ro) = o, dará 



dP m 

Como/' (ro) es negativa, podemos poner 

d'x 



dV' 



-= —a^x. 



Mr. Saint-Venant , hace una observación, que para nues- 
tro caso no tiene importancia, pero que pudiera tenerla en 
otra clase de investigaciones. 

f'ír^) 

A saber; que = — a- es un número abstracto in- 

m 

dependiente de las unidades de medida. 

Para ello, observa que la masa m, es la relación del peso p 
á la constante de la gravedad g; es decir, el cuociente de 
una fuerza por una línea; pero la expresión anterior, puede 
ponerse bajo esta forma, 

df{r,) 
r (ro) _ dr, ^ 
m £. 
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De suerte que, así el numerador como el denominador, 
son la relación de una fuerza á una longítud. 

Apuntamos esta observación sin analizarla y pasamos á 
integrar la ecuación diferencial del movimiento; y, como ya 
hemos integrado varias veces ecuaciones análogas, reprodu- 
ciremos los cálculos sin explicación, advirtíendo sólo, que la 
molécula m parte en el instante inicial de la posición de equi- 
librio, con la velocidad v^, 

La integral es evidentemente, 

x = i4sena/, 

siendo Aya dos constantes. 
Substituyendo en la ecuacíón diferencial 

— Aa^senat ^ — Aa-senat, 
de donde 

a = a, 

no tomando más que el valor positivo. 
La integral tendrá la forma: 



La velocidad es 



X = i4senfl/. 



= Aacosat; 



dt 



para t = o, 



de donde 



Vo -= Aa; 



a 



Y en definitiva 



X ^ — ^ senaf. 
a 
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En el instante / la dimensión del cuerpo, es decir, del sis- 
tema de las dos moléculas, será oc'; si nuestros sentidos 
pudieran apreciar estas distancias infínitesimales', diríamos 
que el cuerpo se había dilatado desde oc hasta oc\ 

Pero en otro instante, cuando la molécula estuviera en c\ 
diríamos que el cuerpo se había contraído desde oc hasta ac'\ 

Como en la Naturaleza, nuestros sentidos, y aun los apa- 
ratos de medida, no puéden apreciar más que distancias me- 
dias, lo que tenemos que calcular, es el valor medio de oc 
en un período de tiempo que será evidentemente como sa- 

bemos --^-- — —, 

a 

Calculemos dicha distancia media. 

Valor medio de oc ^ valor medio de (ro + x) -- 



tÍ'^ + -7 """')'"• 



Yasí 

Valor medio (ro + x) ^ 

- T ^^'^^ + T I — sena/rf/. 

Pero la última integral es evidentemente nula, porque hay 
que tomar cosa/ entre í? y 6, es decir [cosfl9 — coso], ó 
sea cos2a — cosí? - 1 — \ ^ o. 

Sólo nos queda la primera integral, que será 



if-'-m: 



-- fc 



De suerte, que sea cualquiera la velocidad Vo, por lotan- 
to, sea cual fuere la temperatura —, la distancia media 

en las moléculas es la misma que en el equilibrio. 
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El sistema no se ha dilatado; si aqui tuviéramos que de- 
tenernos , la contradicción entre la teoría y la realídad sería 
evidente. 

Pero no se olvide que la ecuación diferenciai de que par- 
timos, es sólo aproximada, y es muy posible que calculán- 
dola con mayor grado de exactitud , podamos salvar la difi- 
cultad, puesto que, al fín y al cabo, se trata de cantidades 
muy pequeñas. 

Esto sucede, sin ir más lejos, como ya indicamos en otra 
conferencia, con la velocidad de la luz, que resulta indepen- 
diente de la longitud de onda, de suerte que la dispersión de 
los colores es inexplicable si no se acude á una teoría más 
perfecta. 

Precisamente es lo que vamos á hacer ahora, tomando en 
el desarrollo de f(ro + x), no sólo la primera, sino la segun- 
da potencia de x. 

Tendremos, pues, 

^ 4^ =-/(r)-/(ro+x)=/(ro)+/'(ro)x+lr (ro) x^; 



^ bien haciendo 



m 



d'x fjr,) ^ r(ro) x^ 
dP m /7Z 2 ' 



lambién 



d'x _r(ro) ^_^ r,r(r,) x^ 



dt^ m m 2r/ 







y por fin 



d'X , , b' , 
= — fl-x H X'. 



dt' - 2r 
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Mr. Saint-Venanl, procurando que los coeficientcs sean 
números abstractos, jntroduce, como vemos, r„ en el numera- 
dor y en el denominador del último término del desairollo. 

Para nuestro objeto. dicha modificación no lienc impor- 
tancia. 

La ccuaci6n anlerior es la que debemos integrar y repre- 
senta evidentcmente nna mayor aproxJmación que la primi- 
tiva: en ella entra ya la segunda derivada de la función 
que expresa la fuerza. 

El método de integración es también aproximado. 

Si nosotros conociéramos el valor exacto de x, lo po- 
dríamos substituír en e! término que contiene la segunda po- 
tencia, como una nueva aproximación; pero ya que no loco- 
nozcamos, conoceremos el valor aproximado que hemos ob- 
tenido por la prímera aproximacinn, es decir, 



y éste cs el quc substituiremos cn la ecuación diferencial 

— — a-x -\ x'. 

dt- 2r„ 

Resultará, por lo tanlo, 

d'x , , 6» 



dt' 



- a'x + - 



^o"- 



2r,, 



Tenemos, pues, que iiitegrar esta ecuación, que es una 
ecuación diferencial lineal de segundo orden, pero con últi- 
mo término, que para abreviar representaremos por F {t), 
es decir, 

/^(0-— — sen»aí; 
2ro a* 
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y la ecuación se convierte en 



rf-x 

= -a'x-\-F(t). 



dt^ 



El procedimiento para integrar esta ecuación, es elemen- 
tal, y pudiéramos desde luego establecer el resultado como 
Mr. Saint-Venant hace en la nota á que nos referin^os. 

Pero como estas conferencias están dedicadas á la ense- 
ñanza, y es mi deber facilitar á mis oyentes el estudio de la 
Física matemática, descendiendo si es preciso á los porme- 
nores más elementales, y ejercitándoles en materias ya estu- 
diadas, como por ejemplo, el Cálqulo y la Mecánica, pero 
cuyos recuerdos acaso estén algo apagados, expondré el pro- 
cedimiento de integración de la ecuación precedente, que 
por lademás, en cualquier tratado de Cálculo pudiera en- 
contrarse. 

Este procedimiento consiste en agregar á la integral de la 

ecuación incompleta, es decir, de la ecuación = — a^x, 

dt, 

que como sabemos es x =^- — — sen at, dos términos más, 

con un seno y un coseno del mismo período a, y multiplica- 
dos por funciones de t, que por el pronto son indetermina- 
das y que ya determinaremos como más nos convenga para 
efectuar la integración. 

Es decir, que el valor que vamos á cnsayar para x tiene 
esta forma: 

X = — senat + c stnat + c'cosaf, 
a 

en la que c y c son funciones todavía indeterminadas de /: 

c = cit); c =c'(t). 
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Las c, c' de los segundos tnJembros son símbolos de fun- 
ción : como si pusiéramos 

La forma del valor de .v no es lan capricliosa como pudie- 
ra creerse; con m poco del instinto dcl cálculo y algo de 
práctica se coniprende la eonveniencia de inlroducir senas y 
cosenos del mismo arco, que al diferenciarlos se reproducen, 
de tnodo que no introducirán , en el resuliado de substituir cl 
valor de x en la ccuacióii diferencial, más que et mismo seno 
y el mismo coseno. cuyos coeficientes veremos si pueden 
igualarse á cero. 

Por lo demás, !as funciones c y c'son indeterminadascon 
el objcto de sujetarias á las condiciones que nos convengan. 

Y veamos ahora si es posible satisfacer de estc modo á la 
ecuaciíin diferenciai. 

Tendremos, diferenciando una vez, 



dx 
dt 



■- VoCOSíi/ -t- fticosaí — c'flseno/, 



d'x 



sultado, porque van á entrar en é! - 



tuirla en la ecuación diferencial, se nos va á complicar el re- 
d'c d^ c' 
dl' ' 

Para evitarlo, podemos igualar á cero toda la segunda If 
nea, lo cual es posible, porque no es más que sujetar c y c' 
á una condición, y al fin y al cabo son dos funciones arbitra- 
rias de t, y además en toda esta linea no entra más que di- 
cha variable independiente t. 
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Tendremos, pues, la condición 



sena/ -\ cosaf == 0, (1) 



dt dt 



dx 
con lo cual el valor de quedará reducido á 

dt 



d X 

= Vq cosat + ca cosat — c'a senat 



dt 



Diferenciándolo por segunda vez, para obtener el segundo 
coeficiente diferencial que hemos de substituir, tendremos: 



dt^ 



= — v^a senat — ca- sena/ — c a- cosat. 



, dc - rfc' - 

+ a cosat asenat. 

dt dt 



Substituyamos este valor y el de x en la ecuación diferen- 
cial y tendremos: 

— Voasenat — ca^SQnat'- 

¿Q^ \ = —a^l — senfl/+í:sena/+ 

— acosat— f V a 



—c'a^cosat-{- 

dt 



dc' , \+c'cosat] + F(t). 

— asenat. ] J 

dt ' 



Simplificándola, se reduce á la siguiente: 

dc dc' 

acosat asenat = F{t), (2) 



dt dt 



y si ésta se reduce á una identidad, claro es que el valor 



— 174 — 

de X que hemos ensayado, será una integral general de la 
ecuación diferencial. 

Luego veremos respecto á las condiciones iniciales. 

Pero esta ecuación (2) en que sólo entra la varíable /, con- 
tiene dos funciones indeterminadas, c y c', á las que hasta 
ahora no las hemos sometído más que á una sola condición, 
la condición (1). 

Luego, en resumen, no tenemos más que determinar las 
formas de c y c' de modo que satisfagan á las condicio- 
nes(l)y (2). 

Reproduzcámoslas , pues , 



dc . , dc . fx 

- %^x\at A cosflf = 0, 

dt ^ dt 

acosat asenat — r{t). 



dt dt 



Despeiando y , resultará: 

^ dt ^ dt 

^^ (asen'-at -\^ acos'at) = cosatF(t), 



dt 
dc 



(6sen-fl/ -f- acos-at) = — sena/F(/); 
dt 



6 bien 



dc 1 c/^x * 

-— = — F(t)cosat, 

dt a 

= — F(t)stnat; 



dt a 



é integrando respecto á / para obtener c y c: 
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-f' 



F(t)cosat . dt, 






F{t)senatdt. 



Substituyendo estos valores en el de x, tendremos para la 
integral general 

X = -^ sení7/ + -^^^ rV(Ocosa/ . dt - 



_ cosfl/ p' 



F(t)stnat . dt, 



que es la que Mr. Saint-Venant obtiene. 
Ahora es preciso hallar las dos integrales ( F(t)cosat.dí 

y r F(t)stnat . dt, que son bien sencillas. 

e/ 

Substituyendo por F{t)su valor 



^ ^" sen'-^í7/, 



2ro fl-* 
en que para abreviar la escritura pondremos 

2ro í7*^ 
con lo cual 

F(t) = Hsen'-at, 

resultará 



hC stn^ at cosat . dt, 

^ 

Hf^cn^at.dt, 
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para las dos integrales en cuestión , que se integran desde 
luego. 
Así 

1 F{t)co%at .dt = H i sen*a/cosa/. í//=: 

Ja Jo 

H ' H 
= — (sen'fl/) = sen^a/; 

rV(/)senfl/rf/= HC*sen^at.dt = 
= hC senfl/(l - cos^ at)d t =^ hC senat.dt — 

t/ v 

— // I cos-fl/ senfl/rf/ = (cosfl/ 1) + 

jo fl 

///cos«fl/ n 
■^ fl l 3 ~ 3/ 

Substituyendo estos valores en x, tendremos: 

Vo . , senfl/ // „ ^ 
X = — í^ senfl/ H — sen^fl/ — 

fl fl 3fl 

COSfl/ // / ^ , i , cos^fl/ 1 \ 
(— cosfl/ + 1 H 1, 

fl fl V 3 3/ 



que haciendo algunas reduccione^ sencillas, y poniendo 

sen^fl/ — cos*fl/= (sen-fl/ + cos'-fl/) (sen^fl/ — cos^fl/)^ 
= sen'fl/ — cos'-fl/ = 1 — 2cos^at, 



se reduce á 



X = -^ sen fl / + -^ (1 - cosfl/)2, 
fl 3fl^ V ^ 



Isubstttiiyendo H por su valor, 



- sen af -\ — (I — co%aty, 

6oVg 



que es la fármula fínal de Satnt-Venant. 

Esta expresión de x satisface á la ecuación diferencial, 
porque precisamente con esa condición hemos determinado 
sus constantes y sus funciones arbitrarias. Y además, direc- 
tamente puede comprobarse. 

Veamos aliora si satisface á las condiciones iniciales. 

Para / -- o el segundo niiembro se reduce á cero, porque 
en el primer término entra un seno y en el segundo un cose- 
no, que se reduce á la unidad y anula el téniiino en cuestión. 

Respecto á la velocidad, tendremos, diferenciando el valor 
de X respecto al tiempo, 

- — - = v^cosa/ H ^ (1 - cosañaztnat. 

dt 3í7'ru 



f Para / = o se reduce, como debía ser, á 

w/ Ai 



I De suerte que el valor de x satisface á todas las condicio- 

i del problema. 
I Dicha expresión de x. puede ponerse bajo esta forma: 



b'V^-^ 



+ Asínat -\ Bcosat -{- CcosPat, 



icpresentando por A, By C, para abreviar, los coeficien- 
tes constantes de los tres términos frigonométricos y depen- 
dientes de /. 
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Esto nos prueba que la posicíón del tnóvjl en cada mo- 
mento se puede considerar como 1a resultante de cuatro mo- 
vlmientos (fig. 20): 

I.° Una traslación de la molécula desde m hasta d igual 

íi-'v - 
á - — -^ que fijará el punto d como el centro de tres oscila- 

ciones periódicas del mismo perlodo y que se superpondrán 
sobre la línea ox. 

Nosotros, para mayor claridad, las hemos separado en 
A.ByC. 

El movimiento continúa siendo periódico, y hasta puede 



suponerse que el periodo es ii, que en rigor también lo es 
del último término; pero las oscilaciones no se efecfúan á un 
lado y otro del punto de equilibrio m, sino á mayor dtstan- 
cia, lo que prueba que hay un alargamiento en el sistema, 
representado por el primer término. 

Calculemos ahora el valor medio de Oc' = fo + x (figu- 
ra 19) que lo designaremos por fo -|- Xa,- 

Aplicando e1 método de siempre para las cantidades me- 



dias, y recordando que el periodo es 6 ^ - 
sucesivamante: 



-, tendremos 



u— t+— 

^-=¿/ """"¿J "[fse„a/ + 



-\ — (1 - cusuf)* c 

6(1 Vu J 
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2n 



1 r ~ 

= — -^senatdt + 

^Tz J a 



.< + 



a 

2n 



_|_ __L í "' ÜÜlL (1 _ 2cosfl/ + cos^at) . di 

2n J 6flVo 

fl 



De todos estos térininos no quedan evidentemente más 
que dos, porque los dos restantes dan como integrales cose- 
no y senOy que tienen los mismos valores para los dos lími- 
tes de la integral, y que se anulan. 

Queda, pues, 

l-n J 6fl*ro 

fl 

2jzJ Ofl^To \ 2 / 

fl 

^A.r^^ ^ll^L,os2a\dt = 
2t. J 6a*ro \2 2 ) 



*m 



/ 

fl 



2n 4a*roJ 



« + -?"- 

1 6«Vo« 2i;. 



2it 4fl*ro a 



a a 

y por fln, 

4a*rn 



De donde se deduce que la distancia ío se ha converti- 
do en 



^0 + 



4a*r„ 



Hay, pues, un alarganiiento proporcional á Vy, y, por 

lo tanto, á : — ~, que es lo que hemos liamado ia tempera- 

tura en este caso. Todos los demás factores son constantes 
del sistema. 

Luego en este caso particuiar que hemos presentado, en 
esta especie de liilo, compuesto de dos molécutas, matemáti- 
camente se demuestra que el hilo ó alambre se alarga, y que 
se alarga proporcionalmente á la temperatura, como lo anun- 
ci6 la experiencia. 

Sí queremos determinar la dilatación líneal, no tendremos 
más que tomar la relaciún del alargamiento á r^, que Ilamán- 
dolo S será 



4ü'/ 



4r„ \f(r,)y 



poniendo por 6 y (í sus valores. 

Si nos proponemos caicular el coeficiente de dilatación por 
cada unidad de la temperatura absoUita, bastará que dividá- 
mos el valor anterior por /Hv^,- ó por una cantidad propor- 
cional. y tendremos, llamando a al coefíciente de dilatación 
lineal por el calor, 



/•'K) 



(/' (r«)y 



Esta f(')rmula no solamente explica el auraento de voliU 
de los cuerpos por el aumento de calor, sino la disminucifln 
en algunos casos. 




Para que « tenga signo negalivo, basta qiie cambie de sig- 
no /"(/■„); es decir, que la curva de la figura 19 tenga un 
punto de inflexión. 



V Vemos, pues, que un problema que parecía inexplicable 
matemáticamente, y aun en conIradÍcci6n con la experiencia, 
se explica con facilidad suma sólo con apreciar un término 
más del desarrollo de/(r); es decir, con un grado mayorde 
aproximación en que entra la derivada /" (r„), 

De igual suerte muchos problemas de esta especie de Ter- 
modinámica lineal. como la hemos llamado otras veces. pu- 
dieran explicarse de una manera directa. 

Por ejemplo, el enfriamiento de un hilo al alargarse y el 
aumento de lemperatura de un cordón de goma también por 
alargamiento, pueden explicarse por el juego de los dos coe- 
ficientes/' y/". 

Ciertas fórmulas de la Termodinámica aplicadas á este 
caso, encuentran comprobación , y entre ellas el mismo teo- 
rema de Carnot, que resulta elemental. 

Todo lo cual se comprende, porque hemos expresado en 
términos de Mecánica los elementos del problema, y pode- 
mos determinar inmediatamente, al aplicar á uno de estos 
sistemas una cantidad de fuerza viva 6 de trabajo, cómo se 
va á distribuir en trabajos intemos, en fuerza viva de las mo- 
léculas y en trabajos externos. 

Claro es, que no podemos entrar en todos estos desarro- 
llos, que desvirtuarian el carácter elemental de estas confe- 
rencias. fas ciiales no son como he dicho varias veces, más 
que una preparación y un ejercicio para el estudio de las 
grandes obras de los maestros. 

En la conferencia próxima pasaremos á otra clase de ejem- 
plos y presentaremos el úlfimo de todos, tomado del electro- 
magnetismo. 




Conferencia Béptlma. 

SeRORBS: 

Al exponer una vez y otra, en uno y otro ejemplo, las di- 
ferencias que existen entre la Fisica experimentat y la Flsica 
matemática, para marcar el carácter de una y otra ciencta, 
tiemos repetido con insistencia la idea siguiente: 

Que la Ffsíca experimental estudia, ya los fenómenos en 
conjunto, ya los liechos aislados, sus relaciones y sus leyes, 
sin afirmar nunca cuál sea la esencia íntima de tales fenóme- 
nos, sin formular ninguna hipótesis, á no ser en circunstan- 
cias muy especiales. 

En suma, la Física experimental hace constar hechos na- 
turales y leyes empiricas; pero nunca pretende explicar el 
porqué y el cómo de estos hechos y de estas leyes. 

En camhio la Fisica matemática, s¡ empieza por formular 
hipótesis. y á estas liipólesis se aplican por lo regular los 
principios de la Mecánica, es siempre para expUcar los he- 
chos: no para hacer constar que son, sino para darse cuenta 
de cómo son y por qué son. 

Pero al afirmar que la Fisica matemática explica los he- 
chos, es preciso que marquemos la significación de esta pa- 
labra explicar. 

Si al suponer que la Fisíca matemátjca explica los hechos, 
quisiéramos significar que penetra en su esencia, que tíene 
pretensiones de Ilegar á lo absoluto y de decirnos lo que er 
el fondo son la luz y el calor, y la electricidad y el magnetis- 
mo, y los cuerpos, y la materia, y las fuerzas; si esto preten- 
diera, repetimos, pretendería lo imposible y merecería las 
criticas que contra algunas teorias del siglo anterior, y sobre 
todo contra la hipóiesis mecánica, se han repetido hasta por 
liombres eminentes en la ciencia. 




Pero no es así; la palabra explicación en 1a Ffsica mate- 
mática no debe entenderse en un sentido absolulo nl, por lo 
tanto, en sentido melafisico tampoco. 

Decimos que un fenómeno se explica ctiando se reduce á 
otro fenómeno ya conocido y estudiado, y cuanto más vul- 
gar sea este segundo fenómeno, lanlo más satisfactoria será 
la explicación. 

Expiicar es, para nosotros, reducir e! número de apa- 
ríencias diversas de los hechos á un fenómeno úntco, aun- 
que nos sea imposible penetrar en la esencia de dicho fe- 
nómeno. 

Y esta es la ventaja de la hipótesis mecánica. que procura 
reducir todos los fenómenos del mundo físico, aun tos de 
aparíencias más diversas, á fenómenos vulgarísimos con los 
cuales estamos familiarizados y que en este sentido nos son 
perfectamente conocidos. 

Estamos famíliarizados con las masas, con las fuerzas, con 
las velocidades, con todos los accidentes de la Estática y de 
la Dinámica, aun cuando no hayamos hecho un estudio es- 
pecial de estas ciencias. 

Así, por ejemplo, explicamos lo que esun gas cuando de- 

cimos que se compone de partecillas pequeñisimas, que se 

mueven en todos sentidos. Y decimos que cxplicamos los 

gases de este modo, porque los fenómenos que presentan y 

s us diferentes leyes, se reducen al hecho vulgar de masas 

^Btte se mueven con vetocidades determinadas. 

^B Volvemos á repetirto; explicar de esle modo un gas no es 

^TJenetrar en su esencia, ni llegar á lo absoluto. sino reducir 

et gas al movimiento de unas cuantas masas, sin que por lo 

demás sepamos, con esas evidencias que ta antigua Metafi- 

sica pretendia, ni to que es ta masa, ni lo que es la fuerza, 

ni to que es ta velocidad, ni lo que es e! tiempo. 

Todos estos serán postutados, 6 definiciones, 6 convencio- 
nalismos de la cieneia. Nos servirán para expticar otros he- 
cbos comptejos; pero ellos necesitarian explicación si hubié- 




ramfis de penetrar en el seno de las cosas y si consiguiéra- 
mos descubrir su naturaleza íntima. 



Y otro tanto pudiéramos decir de todos los ejemplos qÍeTI 
se refieren á la teoria del calor, y que explicábamos en Ij 
conferencias precedentes. 

Exptícábamos el calor, y procurábamos explicar susíenó- 
menos diversos con esta hipótesis: el calor consiste en la 
agitac¡6n de las partecillas sumamente pequeñas de un cuer- 
po. Es decir, el calor es un modo del movimiento de la ma- 
teria, es el conjunto de las vibraciones internas de una masa 
material. 

Sea la hipótesis verdadera 6 no, lo que no puede decirse 
es que sea una forma de la Metafisica, ni que con esta hipó- 
tesis ni otras análogas se pretenda penetrar en el seno de 
las cosas, y llcgar á los últimos misterios de la Naturaleza y 
formular una especie de Filosofia materialista con la ayu- 
da de la Fisica matemática y con ciertas complicidades del 
cálculo. 

Esta hipótesis, y lodas las hip6tesis mecánicas, 6 casi lo~ 
das ellas. son naturales, son legitimas, y en la ciencia del 
siglo anterior han sido eminentemente fecundas. 

Pues ¿qué es toda la Astronomia, sino la apUcaci6n de la 
hipótesis mccánica á los espacios infinitamente grandes, 
como la hip6tesis mecánica ha predominado á su vez en la 
Fisica matemática para los espacios intermoleculares? 

La ciencia rompió íos cielos de crislal en que estaban en- 
clavados los astros, arruin6 viejos edificios astronómjcos, 
llenó e1 espacio de masas aisladas, quc se movlan bajo la 
acción de fuerzas atractivas combinadas con las velocidades 
de proyección de los diferentes aslros. 



Y ¿qué era esto más que una hipótesis mecánica ó un con- 
junio de hipótesis; masas, fuerzas, velocidades, trayectorias, 
y las ecuaciones de la Dinámica para poner cn relación todos 
estos elementos y organizar racionalmente los fenómenos, ó, 
dijéramos mejor, las apariencias de la Astronomfa? ¿Qué 
era esto más qiie interpretar los fenómenos astronómicos en 
el sentido de masas en movimiento. para llevar á los espa- 
cios infinitos fenómenos á que estamos acostumbrados en la 
supcrficie de la Tierra, y cuyas leyes empiricas están al al- 
cance de nuestros laboratorios? 

Toda la Astronomía no es más que la fiipótesis mecánica 
llevada desde nuestra tierra á los espacios infinitos. 

Pues ¿por qué razón lo que es legítimo y ha sido inmen- 
samente fecundo aplicado á la Astronomia, es decir, á lo 
infinitamente grande, no ha de ser natural, legítimo y fecun- 
do aplicado á lo infinitamente pequeño, es decir, á la Física 
molecular? 

Y no se diga que las hipótesis son distintas ó que no 
existen hipótesis en 1a Mecánica celeste, porque esto no es 
exacto. 

La Mecánica celeste está cuajada de hipótesis. 

Una masa, después de todo. es una hipófesis ó una de- 
finicion, lo mismo si es la masa de Júpiter que s¡ es la 
masa de una molécula de hidrógeno; cuando más, serán 
distinfas las sensaciones que en nosotros determinen ambas 
masas. 

Tan hipotéticas son las fuerzas internas de un cuerpo, 
como las atracciones newtonianas. 

V, á decir vcrdad, hoy la mayor parte de los sabios, re- 
ehazan la acci6n á distancia y la atracción newtoniana: como 
reaüdad, se considera absurda, ysólo seadmite como hipó- 
tesis fecundisima. Pues entonces, como hipótesis fecunda, 
bien puedcn admitirse las atracciones y repulsiones en lo in- 
finitamente pequeño, es decir, en !o interior de los cuerpos, 
yaun en t& interíor de los átomos según la novisima mecá- 
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nica de subátomos, electrones é iones, que con estupendos 
y admjrables atrevimientos se va forjando, y de que hablare- 
mos en su día. 

Masas, movimientos, fuerzas, es lo que vemos en la su- 
perficie de la Tierra. ó al menos grupos de fenómenos á que 
les damos estos nombres; pues si á los espacios infinitos que 
nos rodean hemos Uevadocomo explicación de los fenóme- 
nos astronómicos. estos fenómenos tomados de la Mecánica 
terrestre. ¿por qué no ha de ser legitimo Ilevar estos fe- 
nómenos tipicos de Estática y Dinámica al interior de los 
cuerpos? 

Y si ej üniverso vjsibie está formado por masas en movi- 
miento y por fuerzas reales ó aparentes entre las masas pla- 
netarias, ¿por qué en el mundo invisible de los átomos no 
ha de haber empleado la Naturaleza e) mismo sistema de 
masas, moviniientos y fuerzas? 

Extraño seria que la Naturaleza hubiera canibiado de sis- 
tema tomando por línea divisoria nuestra potencia visual. 
¡Hasta donde nosotros vemos ha de emplear masas separa- 
das por distancias y movimientos de estas masas; y desde 
aqiiel punto á que no llega nuestra vista ó á que no alcan- 
zan nuestros microscopios, lia de acudir á otro sistema dis- 
tinto* 

Esto no parece lógico, ni parece natural, ni casi parece de 
buen sentido, 

Lo natural y lo lógico es suponer, que desde lo infinila- 
mente grande á lo infinitamente pequeño, el sistema ha de 
ser el mismo, y la unidad de la ciencia exige que por lo me- 
nos, las hipótesis sean análogas: ya que no podamos más, 
procuraremos la unidad de liipótesis. 

Por estas razones, que no hacemos más que apuntar á la 
ligera, creemos que la hipótesís mecánica, sean cuaies fueren 
sus tleficiencias. prevalecerá siempre en ta Fisica matemáti- 
ca bajo una ü otra forma. y que abandonarla sistemática- 
mente s^rií substituir, sin poder impedirlo, al concepto de 



canlidad el concepto de calidad, que seria bordear los abis- 
mos de la antígua Metafisica. 



^" Se dirá, tal vez, que esta preponderancia dc la hipótesis 
niecánica,esdecir, de las masas, de los movimientos y de 
las fuerzas, obedece á una tendencia de nuestro organismo 
yá cierta preponderancia tiránica que en él toma el sentido 
de la vista. 

Que si en nosotros predominase el sentido del oido, quizá 
quisiéramos reducir á sonidos todo el Universo. 

Pero sea de ello \o que fuere. no hemos de renunciar á 
nuestra naturaleza, ni lienios de ser á capricho distintos de 
lo que somos. 

No es cosa de que por una especie de socialismo senso- 
rial, queramos igualar en categorta científica al sentido de ta 
vista, que tan poderosamente contribuye, con el sentido del 
tacto y el muscular, á la creación de la ciencia mecánica, con 
el sentido del gusto ó del olfato, por ejemplo, creando una 
especialisima mecánica culinaria ó de perfumería. 

I' 
Todo lo que precede, no obsta para que reconozcamos la 
fuerza y la importancia de la nueva critica, asi como la ri- 
queza y la originalidad de las nuevas ideas; pero con todo, no 
vemos, hoy por hoy, en las ciencias positivas ninguna hipó- 
tests que pueda substituirá la hípótesis mecánica, n¡ en ri- 
gor relativo, ni en sencillez, ni en fecundtdad. 

Lo cual no significa que para nosotros la hip6tesis mecá- 
nica sea la explicación última y definiliva de los fenómenos, 
Esto seria caer en una Metafisica materialista. 




La expHcación obtenida por niedio de la hipótesis mecánn 
ca, no tíene otra significacidn para nosotros que la que ya 
hemos expuesto varias veces: la reducción de mutlitud de 
fenómenos con apariencias diversas á una sola clase de fe- 
nómenos: los de la Mecánica. 

Es para nosolros la Mecánica como una cspecie de unidad 
de medida de los fenómenos, como un factor común de to- 
dos ellos, como la mayor símplificación, cn cl estado actu^ 
de la ciencia, de millones y millones de hechos que, al pare- 
cer, Ringuna relación tienen entre sí. 

Para nosotros, la Ffsica matemática ejerce su función 
propia, siempre que, por los métodos matemáticos y por las 
leyes de ta Mecánica, reduce dos categorias de fenómenos 
á una sola categoria. Por ejemplo, cuando, según la hipóte- 
sis de Ampére, afirma que los fen6menos magnéticos son 
idénticos en et fondo á los fenómenos eléctricos, mejor d¡- 
cho, á los fenómenos de !a Electrodinámica; cuando, cn 
suma, supone que un imán no es más que un conjunto de 
corrientes. 

Esta es una hipólesís propia del carácter de la Física ma- 
temática. y. sin embargo, con esta hip6tesis. nadie pretende 
Itegar ai fondo det fenómeno magnético ni penetrar en su 
esencía íntima. 

Tan igiiorantes quedaremos de lo que es e1 mágnetismo, 
cuando digamos que es un fliiidn especial, como al afirmar 
que es un conjunto de corrientes eléctricas; porque tampoco 
sabemos lo que es una corriente. Pero en vez de tener dos 
Íncógnitas, X, Y, tendremos una sola, X, y la segunda será 
una función de ta primera. Esto en ei orden de la ciencia es 
algo, y aun es niucho, y mucho es en el orden de ia realidad. 

Precisamente de este género es el ejemplo que vamos á 
presenfar, procurando siempre en éste, como en los demás 
eiemplos, hacer resaltar el carácter de la Fisica experimen- 
tat y e! de la Física matemática, que es el tema constante de 
todas estas conferencias. 



EI ejemplo, pues. que hemos escogido, es el siguiente: 
Infiuencia de una corriente eléctrica sobre el polo de un 
imán; y reciprocamente: influencia dei polo de iin imán so- 
bre una corriente eléctrica. 

En el orden cientifico, es decir, de la ciencia pura y des- 
interesada, fué ésle uno de los fenómenos más admirables 
que descubrió el siglo xix. 

En el orden práctico é industrial, uno de los más fecundos 
y más Iranscendentales, como que ha dadoorigen nada me- 
nos que á la dinamo. 

Y aqui, antes de pasar adelante, debemos ampliar algo 
de lo que ya liemos dicho, en defensa de derechos legitimos 
de la Física experímental. 



Decíamos en más de una ocasión: el físico observa los 
hechos, los estudia. los analiza, los clasifica, los reproduce 
si puede, Jos vuelve á estudiar en el laboratorío, si antes los 
habla esluüiado en la Naturaleza, distingue los parámetros 
fisicos determinantes del fenómeno, los subdivideen depen- 
dientes é independientes, busca unidades de medida para 
todos ellos, los reduce á números, y, por último, obtiene 
experímentalmente las funcíones que los enlazan y quv ex- 
presan las leyes de los fenómenos. 

Todo esto hace el físico; todo esto hace la Fisica experi- 
mental. 

Y es un extenso programa, de importancia suma, y de 
inmensas dificultades. 

Pero no es ésta la única misión del físico, ni la aspiración 
suprema de la ciencia. 

Hasta aqui, por importantes que hayan sido los trabajos 
que el fisico haya podido realizar, si no ha hecho otra cosa 
que lo que marca el programa anteríormente trazado, su fun- 
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ci6n tia sido en gran parte pasiva; observaba, estudiaba, 
medía y convertfa en leyes los fenómenos que esponttnea- 
mente se le íban presentando. Pero en toda esta 1al>or, con 
ser ímportantísima, no tenía ocasión de mostrar su genio, ni 
lo que pudiéramos llamar, aunque la frase parezca ambjcio- 
sa, su facultad creadora. 

No basta que observe Fenómenos, es preciso que tome la 
iniciativa y que provoque fenómenos nuevos, que dejando 
ir á la Naluraleza por sus cauces rutinarios, jamás se liubie- 
ran presentado. 

Y aqui es donde aparece la grandeza de la Fisica experi- 
mental, su fecundidad inagotable, su facultad creadora de 
algo nuevo, y aqui es donde aparecen los que pudiéramos 
llamar los grandes descubrimientos de la Fisica, y la más 
alta misi6ii del sabio dedicado á esta ciencía. Porque afinar, 
y perdóneseme la palabra, experiencias ya realizadas, preci- 
sar las cifras de un coeficiente numérico, agregar términos á 
una fórmula. substituir una por otra más exacta, todo eslo 
es trabajo meritorio, más que útil indispensable. y para el 
cual se requieren altas cualidades; pero cuando se llega á lo 
sublime es, por ejemplo, cuando se arrancan de lo infinita- 
mente pequeño las rayas de la interferencia; cuando se ve 
que un rayo de luz, contra la ley general, se extingue a1 refle- 
jarse; cuando se ponen en contacto la electricidad y el mag— 
netismo, y se observa que una corriente eléctrica desvia l * 
aguja imanada ; cuando un campo magnético desvia el plan ^ 
de polarización; cuando se descubren los rayos catódicos 
los rayos X y la radioactividad. Pero es inútil prolongar I -í 
lista, porque seria interminable y cualquier olvido sería un^ 
injusticia. 

Y á estos descubrimientos se Ilega principalmente al pone^^ 
en contacto regiones distinfas de la Física, si se me permit: 
esta manera de expresarme. 

La Fisica experímental estudia, por ejemplo, la electricr 
dad, sus múltiples fenómenos, sus leyes, el equilibrio y a 
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moviniiento de estos fenómenos; pero hasta determinada 
época histórica cada rama de la ciencia no salió, por decirio 
asi, de su propio territorio. La Fisica, en efecto, se hailaba 
dividida en estados, en cierto modo independientes, sin co- 
municación de unos con otros, casi me atrevería á decir, sin 
reiaciones diplomáticas. 

Y como el físico estudiaba la electricidad con independen- 
cia de otros muchas ramas de la Ffsica, con esta misma in- 
dependencia, y dentro de otras fronteras, estudiaba el mag- 
netismo, sus hechos miiltiples, sus curiosos fenómenos y, 
en último resultado, sus leyes de distríbución magnética, sus 
atracciones y repulsiones. 

No negaremos que siempre el hombre de ciencia sospechó 
que entre la electricidad y el niagnetismo alguna relación 
debía existir. 

Pero esta sospecha se convirtió en realidad cuando CErs- 
ted, en 1819, observó que la aguja imanada suspendida en 
la proximidad de una corriente, tomaba una nueva posici6n 
de equilibrio, desviándose cierto ángulo de su posición 
normal. 

Este hecho, al parecer insignificante y minimo, es una re- 
volución en la ciencia y en la sociedad. 

El experimentü Iranscendental de CErsted que determina 
las relaciones y las influencias activas entre las corrientes y 
los imanes, y los trabajüs admirables de Ampére sobre las co- 
rrientes, para no citar más que dos nombres entre otros mu- 
chos inmortales, han abierto horizontes que no han podido 
empeqiieñecer ni siquiera los grandes descubrimientos de 
esta última época. 



""Tenemos , piies, un hecho fisico, índiscutible, que se im- 
pone con toda la fuerza de la realidad: la electricidad y el 
magnelismo están en relaciún íntima; pero no en relación 
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abstracta, sino, por el contrario. en relación dinámica efectiva. 

Y la Fisica experimenta! , después de este descubrimiento, 
no tiene que hacer otra cosa. que aplicar el programa que 
antes trazábamos. Estudia el fenómeno, fija sus parámetrus, 
procura medirlos, aunque sea con unidades imperfectas é im- 
provisadas, y llega á descubrir las relactones analiticas que 
entre estas magnitudes existen. 

Pero todos estos trabajos, ¿expltcan e! fenómeno, io cn- 
lazan con otros fenómenos, liacen sospechar siquiera por 
qué una corriente eléctrica influirá sobre el poto de un imán 
ó por qu¿ recíprocamente el polo de un imán ejercerá deter- 
minada fuerza sobre una corriente? 

De ninguna manera. 

Aqui acaba la principal misión de la Física experimental; 
aqui empieza la misii'in propia de la Fisica matemálica, con 
sus grandes hipótesis, y por qué no decirlo, con sus gran- 
des atrevimientos. en que unas veces el matemático vence, 
aunque otras es vencido; pero estudios é hipótesís que siem- 
pre son titiles aun para la misma Ffsica experímental, como 
avíso ú oríentación, ó como exclusión de ciertas otras hipó- 
lests, pues ya hemos dicho que la Fisica experimental, á pe- 
sar de sus grandes severidades, á la hipótesís acude más de 
una vez. 

Siguiendo en este ejemplo la misma marcha que en los 
anleriores, lo formularemos en primer lugaren términos pre- 
cisos y práclicos. 

Una vez formulado el problema, lo resolveremos por el 
método expenmental; y después, aplicando los procedimien- 
tos propios de la Física matemática, formularemos las hip6- 
tesis necesarias y aplicaremos el Cálculo matemático con 
algo de Mecánica: y esta manera extraña de expresarTtos, 
tiene su razón de ser. 

Pero á la experiencia clásica que determinó la relación 
fundamental entre la electricidad y el magnelismo, hemos de 
subslituir otra experiencia en cieno mudo ideal, porque nun- 
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ca se ha realizado de este tnodo, que nosotros sepamos, 
aunque pudiera realizarse, y en otras formas análogas á !a 
que vamos á suponer se ha realizado muchas veces. 



Supongamos un condiictor EE' (fig. 21) vertical, que 
se prolonga hasta lo infinito por ambos extremos. 




^ A íji. 



En la práctica nos basta con que sea muy largo y con que 
cierre el circuito á una graii distancia. 

En un punto F, imaginemos una perpendicular FM á dicho 
hilo, y sobre esta recta como eje, coloquemos un imán 
ABCDM, que supondremos también prolongado hasta el 
infinito por la derecha. 

Claro es que esta condición lampoco puede realizarse 
prácticamente, pero nos basta con que el imán sea suficiente- 
mente largo por si, ó por el acoplamiento de muchos imanes, 
para que la distancia enlre los dos polos sea considerable. 

En el campo de este imán, por el hilo EE' pasa una co- 
rriente eléctrica, y asi ienemos en presencia iina corriente 
eléctrica y an imún. 



■ 194- 



Como suponemos el hilo muy largo, y que se cierra el cir- 
cuito á mucha distancia, podemos considerar para nuestro 
objeto que no existe más que la parte vertical de la corrien- 
te, la EE\ 

Del mismo modo, como el imán es muy largo, teórica- 
mente infinito, del segundo polo podemos prescindir, es 
como si no existiese. porque su influencia será mímma, y 
habremos realizado esta experiencia ideal , á saber, la de ci>- 
locar frente á frente, por decirio de este modo, una corriente 
eléctrica vertical EE' y el polo O de un imán, para ver si am- 
t)os sistemas permanecen inertes, como si no existiera entre 
ellos relación alguna, Ó si, por el contrario, tienen un fondo 
común : si son , con aparíencias dístintas, una misma energia 
física, y si, por lo tanto, podemos explicar los fenómenos 
magnéticos por la clectricidad, 6, al contrario, ta electrícidad 
por el magnetismo, que ambas cosas se han intentado. 

En suma, segiin decíamos al empezar esta conferencia, 
tratamos de ver si de dos órdenes de fenómenos se puede 
hacer uno solo, y el uno se explica por el otro. 

Para terminar estos preliminares, y con el objeto de sim* 
plificar los cálculos. supondremos que la sección recta del 
imán ABCD, es rectangular, y que dos de sus lados, eMSy 
e! CD son paralelos á EE'; los otros dos, claro es que serán 
perpendiculares á esta línea. 

En la figura 22 prescntamos la proyección de este siste- 
ma. En £ se proyecta la corriente elécfrica EE' de la figura 
anterior, en ADM, el imán. 

En A se proyectará el lado AB de la figura 21, y así su— 
cesivamente. 

Admitimos las notaciones siguientes: 0F= R (fig, 21). 

Los lados del rectángulo son AB = a, AD = b. El pol(«" 
del imán vale ^. 

La corriente tíene una intensidad igual á /. 



I Veamos los trabajos que realizaría la Física experimental 
n este ejemplo qiie hemos imaginado, suponiendo que al- 
guna vez lo Ilevase á cabo, y si no en éste, en los experi- 
mentos equivalentes y prácticos. 

En pnmer lugar, observaria si entre la corriente y el polo 
del imán hay atguna acción manifestada por algún movi- 
—iniento. 

^H Porque es lo cierto, dicho sea entre paréntesis, que por 
^ftás que ias ideas dominantes, cn que brilla una poderosa 
crítica, no lo negamos, pero en que también influye un tanto 
la moda, tíendan á reducir el empleo de las hipútesis mecá- 
nicas; es lo cierfo, repetimos, que en la niayor parte de las 
experiencias que la Física realiza, necesita medir elemenlos 
puramente niecánicos: fuerzas, masas ponderables ó masas 
eléctricas, velocidades y energias, ¿pues no mide hoy masas 
de iones y electrones? 

Así en este caso, como acabamos de decir, empezaría el 
fl'sico por observar si la corriente EE' sufría alguna influen- 
cia por 1a acción del imán: por el pronto si se movía el hilo. 
Y si los extremos del hilo estuvieran dispueslos con la 
conveniente movilidad, observaría el experimentador que, 
en efecto, estando e! polo del imán fijo, y pudiendo moverse 
el conductor EE', el conductor se movía bajo ta influencia 
magnética. Pero, cosa extrana, iio para acercarse óalejarse 
det polo, sino para girar alrededor de él, como marca la 
figura 22; trazando su punto medio, por ejemplo, un arco de 
círculo Ee alrededor del punto o como centro, y mantenién- 
dose siempre vertical el hito, si ha de seguir lasguías supe- 
rior é inferior, 

Claro es, que si el conductor se mueve, se moverá bajo 
I acción de una fuerza, que no puede provenir más que del 
blo del imán, porque no hay ninguno otro centroactivo en 
ido el campo de la experiencia. 

[ Si dispusiéramos ésta de modo que el conductor EE' 
\. 21) estuviera fijo y que el polo pudtera moverse libre- 
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mente, su centro o tenderia á moversc en sentido contrariooíi. 

Pn'mer hccho que hace conslar el fisico, sin ninguna hi- 
pótesis previa, y sin pretender dar niiiguna cxplicación dcl 
fenómeno. 

Y el fenómeno, aparte de otras varias cosas que en ét 
pueden estudiarse, comprende dos partes y ambas eran muy 
exlrañas por entonces, aunque hoy son vulgares. 

l/ Entre ios inianes y las corrientes exislen acciones y 
reacciones reciprocas; luego son, por decirio así, fenómenos 
de la misma familia . por qiic sii cruzamiento es fecundo en 
fenómenos antes no observados. 

2." Preséntase aquí el caso. sorprendente para algunos. 



de que la acción de dos sistemas, una corriente eiéctrica y 
un imán , no se reduce á una fuerza, que vaya de uno á otro: 
pudiéramos decir que no es una fuerza central, sino excén- 
trica; no los aproxima 6 los aleja. sino que ios hace girar; 
su punto de aplicación parece que está en el hilo por donde 
va la corriente, no en el polo del imán, aunque sobre eslo 
último actuaran las reacciones correspondientes. 

Hasla aqui' las primeras observaciones del fenómeno. 

Y ahora, como hemos hecho siempre, debemos marcar los 
parámetros. 

Desde luego, si ta corriente se mueve, se moverá bajo la 
acción de una fuerza, y esta fuerza, que ya sabemos cuál es, 
se aplicará en E{íig. 22) perpendicularmente á /? y girará 
con esta recta. 



I 



Dicho paráinetro /uerío, que designaremos por F, depen- 
derá de !os diferentes parámetros del sistema; él será la fun- 
ción, estos últimos las variables independietites, y no pue- 
den ser otros que los que vamos á enumerar: la inlensidad 
de la corriente eléctrica /, que va por el conductor EE' (figu- 
ra 21 ); el valor ¡i. del polo del imán, y la distancia R entre 
el polo y el hilo. 

Y ahora el trabajo qiie debe eiecutarel fisico, es detemii- 
nar F en función /, n y /?; es decir, hallar una relación 

F=^(Kv.R), 

en que <?, hasta ahora, será una función desconocida, 

Para detarminarla tendrá que realizar una serie de ex- 
periencias análogas á las que hemos explicado en todos los 
ejemptos anteriores. 

1." Dejar constanles \>- y R y ver cómo varia Fcuando 
varía /. 

La experiencia le demostrará que F varia proporcional- 
mente á /. 

2° Dejar conslanles / y /? y variar la intensidad del polo 
empleando diferentes imanes, y no se olvide que estamos re- 
firiendo una experiencia ideal, que por lo demás, claro es 
que la realidad impone otros proccdimientos prácticos. 

Resultará en este caso que /^varía proporcionalmenteá ji. 

3." Dejando constanles / y ^i deberá hacer variar /? y ob- 
lendrá este resultado, que la fuerza f varía en razón inversa 
de la distaiicia R. 

Con lo cual podremos afirmar, sin más pormenores que la 
sencillez del caso hace inútiles, que la función tp es de la 
forma 



sjendo C una constante que dependerá de las untdades 



^■«jendo C una cons 



F^ C 



I^. 
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de medida que hayamos escogido para la fuerza, 1a corricn- 
te, el polo y las longitudes. 

Y al establecer esta fórmula habrá terniinado la Fisica ex- 
perimental la resolucióii tlcl problema. 

Hace constar hechos; hechos qiie en su tiempo fueron ad- 
mirables: hoy ya estamos familiarizados con ellos. 

Ha determinado lodus los parámetros quc influyen en el 
fenómeno, ha distinguido los que son independientes de los 
que son funciones de los primeros, y ha estabíecido la ley 
malemática que los enlaza. 

Mientras no deje de ser Fisica experimental y no aspire á 
ser más ó á fundirse con la Flsica matemática, ó quizá á ab- 
sorber en sí una parte de esta última ciencia, itj puede dar 
más, ni puede exigírsele otra cosa. 



En cambio la Ffsica matentática pretende explicar estos 
hechos racionalmente y obtener la última fórmula sin el auxl- 
lio de 1a experiencia, como hicimos en el ejemplo de los g¡t- 
ses, en el de la reflexiún de la luz, en el de ta distríbudún 
de la electricidad en una esfera metálica. 

Como pretendimos hacer en el problema del equilibno de 
temperaturas, aunque sin conseguirlo del todo; pero en cain- 
bio, como Ilegamos á conseguir una completa explicaci6n 
mecánica cuando tratamos de demostrar la dilatación de los 
cuerpos por el calor. 

Para ello, del mismo modo que hicimos en todos los ejem- 
plos citados, debemos empezar por una /lipótesis: esta hip6- 
tesis es la de Ampére, y no tiende á reducir el problcma dl- 
rectamente á un problema de Mecánica. sino á reducir et 
magnetismo á iin conjunto de corrientes eléctricas. 

Sin entrar en muchos pormenores, explicaremos dkdu 
hipótesis. 



\ 



Sea (fig. 23) ABCD la sección de un imán natural; sec- 
' ción que, para simplifícar la fígura, supondremos que es un 
rectángulo. Lo que digamosde esta sección diriamos de otra 
cualquiera. 

Dicha sección se supone dividida en mullilud de corrien- 

tes cerradas, sumamenle pequeñas, todas en el misnio senti- 

do, y que, también con el objeto de simplificar, supondreinos 

que son rectangulares. 

Por ejemplo, la sección ahcd corresponde á una corricnte 

eléclrica cerrada que marcan 

las flechas de la figura y que 

circLila en el sentido abcd. 

Lo mismo podemos decir 

de los demás rectángulos en 

que ha quedado dividida la 

sección del imán. 

Y se observa que si, como 
suponemos, todas estas co- 
rrientes son de igual inlensi- 
dad, todas las interiores se 
destruyen dos á dos, y no 
■flueda más que una corriente exterior, ABCD, segíin mar- 
can las flechas /, /. 

Asl, por ejemplo, el lado ab está recorrido por dos co- 
rrientes, una de o á 6 en el rectángulo abcd; otra de 6 á a en 
el rectángulo superior, 

Según esla hipótesis, podemos en la figura 21 admitirque 
el imán ABCDM es una mera apariencia; que lo que real- 
mente finge, en cl, el magnetismo es una serie de corrientes 
interiores que se pueden substituir por corrientes exteriores 

ABCD, A'B'C'D' que circulen alrededor del eje. 

Y en esle caso. que exista una acción entre el imán y la 
corriente, nada tiene de maravilloso, y este fenómeno sólo 
es nuevo en la apariencia, por la torpeza de nuestros ojos 
y la impotencia de nuestro microscopio, porque en rigor los 
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dos sistemas que están en presencia no son más que dossis- 
temas de corrientes eléctricas: 1a corriente EE' y las corrien- 
ABCD. A'BCD' 

Y como las admirables experiencias y los admirables tra- 
bajos de Ampére y otros físicos ilustres prueban , que entre 
las corrientes eléclricas existen acciones y reacciones, queda 
redücido el problema de la aeción entre una corriente y d 
polo de iin imán, á la aplícacíón á este caso de las célebres 
fórmiilas que estableció Ampére en sii Elecírodinámicii. 

Digamos de pasada, que todo eslo algo más que una hipó- 
tesís debe de ser, cuando se ha podido realizar materialmen- 
te la substitución de los imanes por los solenoides, y cuando 
los solenoides reproducen materialmente todos los fenóme- 
nos de los imanes, 6 casi todos, y cuando cruzan sus efectos 
con los imanes mismos, como si fuesen, según antes decia- 
mos, de la misma famiHa. 



Pero la Ffsica matemática no se contenta con estas expli- 
caciones generales, necesita obtener f6rmulas, y ver si esas 
fórmulas concuerdan ó no con las de la Fisica experimental. 

Y esto es lo que vamos á hacer en el caso presenfe: de- 
mostrar la liltima fórmula que presentanios, sin más que 
aplicar al sistema constituido por la corriente EE' y por las 
corrientes á que hemos reducido el imán, la fórmula de la 
Electrodinámica de Ampére. 

Este sabio demuestra que entre dos elementos de corrien- 
te (fig. 24), existe una acción atractiva 6 repulsiva, según 
resulte el signo positivo ó negattvo, cuyo valor se determina 
por la fórmula siguiente, que se conoce con el nombre de 
fórmula de Ampére: 



, ii' ds.ds' 
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en la cual ( é i' represenlan los valores de las dos corrientes 
por unidad de longitud, ds y cls' !as longitiides de ambos 
elementos, e el ángulo que forman, lo y w' los ángulos que 
forma, con ia diretci6n de ambas corrientes, la recta a a' c 
que une sus dos puntos medios, y por último. C, una cons- 
tante que depende de las unidades que se elijan. 

Sobre esta fíirmula algo hemos de decir más adelaiite; por 
el pronto. la damos por demostrada, ya por los procedi- 
mientos de Ampére, ya por comprobaciones puramente ex- 
perimentales. 

Dicha fórmula es la que hemos de aplicar á cada dos ele- 

mentos de los dos sistemas en pre- 

c, ^. . sencia; la corrienie y el imán. 

'-.7 /.ct, Consideremos iina sección cual- 

/••._ ^ — ^— *■ quiera de dicho imán , A' B' C'D', 

^'//■. \ que al substituirle por un sistema 

u, de corrientes se convertirá en una 

L "■■■áJ^ corriente cerrada á lo largo del 

contorno, y como podemos supo- 

ner que la secci6n del imán era 

muy pequeña, podremos conside- 

rar cuatro elementos de corrientes A'B'. B'C'. C'D' y D'A'. 

Y deberemos calcular lasfuerzas que se desarrollan entre 

estos cuatro eiementos y todos los de la corriente EE'. 

Oblenida la fuerza resultante, 6 mejor dicho, la acción re- 
sultante, infegraremos todas las secciones del imán, desde 
ABCD hasta el infinito, y la fórmula final que obtengamos 
deberá coincidir con la que da la experiencia: 



Plflura 24. 



= C 



Empecemos por estudiar la acción del elemento de corrien- 
te A'B' (Hg. 21 ), sobre toda la corriente infinita EE', y para 
más claridad, pongamos en una figura aparte (fig. 25) am- 
bo8 elementos: el A'B' y la corriente ££". 
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Tomemos sobre esta coniente un elemento a'b' y detenni- 
nemos la acción enlre A'B' y a'b' apiicando á este efecto la 
fórmula antes citada de Ampére. 

L^ aplicación de esta fí'irmula dará, llamando r á la corríen- 
te que va sobre el elemento A' B' , f á la fuerza resultante. 
y r, r' á las distancias OF, Oa': 



f=C 



cos(,4S',íí'6) 



ii>cAB'.ab' 



Va'a" \. 



■%t 



y'-y 



*■ ■ ,•-'' 



Supongamos que las dtmen- 
siones del rectángulo de la figu- 
ra 21 sean, como hemos dicho, 
AB— a, AD = b, y llamando p,^,^,^ ^ 

(u al ángulo a'oFque es la va- 

riable que determina la posición del elemento b'a', y r' á la 
distancia oa', tendremos 

cos^'oa' = senw, cosft'fl'a" = cosj'oa' = senoi, 

ánguloo'o&' = dw; 

y puesto que A'ff, a'b' son paralelas y en el mismo sentid<^ 

cos (A'B', a'b') = cos o=31; 

de suerte que el valor de / se convertirá en 

3 



lia xa'b' r 
r'' L 
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Esta fuerza, que sigue la dirección oa' dará dos compo- 
nentes, una según el eje oy, otra según el eje oF. Pero si 
tomamos sobre la corriente EE' el elemento a"b" = a'b', y 
colocados ambos simétricamente respecto á oF. la intensidad 
de la fuerza entre A' B' y a"b" será igual á la anlerior, de 
suerte que las componentes, según el eje oy, así como según 
la corriente a"b', serán iguales y contrarias, y las dos com- 
ponentes, según oF, serán iguales y se superpondrán; y 
como podemos siempre unir dos á dos los elementos simé- 
tricos de EE', la acción total entre esta corriente y el elemen- 
(0 A'B' actuará sobre oF y será igual al doble de la acción 
enlre dicho elemento A'B' y ia mitad de la corriente, es 
decir, la que corresponde á FE'. 

En resumen, sólo debemos calcular la acción entre A'B' y 
la corriente FE' y duplicar esta acciún, para lo cual basta 
integrar respecto á w desde la posición oF á oy dc la recta 
r', con lo cual se comprenden todos los elementos de dicha 
corriente fE'. 

Asi, pues, (u debe variar entre cero y — . 

Sólo nos falta expresar en la f6rmula anterior el elemento 
a'b' en función de la variable de la integración w. 

»Tendremos evidentemente en la figura 25 



a'b' ^ 



cosb'a'c 



r'du> 

COS<" 



I substituyendo 



/- c 



Har'd' 



'<" r, 3 1 

— 1 — sen-u ; 

- L 2 J 



<:le modo que la componente sobre líf será 
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para cada élemento de la corriente FE': Para toda la corrien- 
te deberemos integrar entre (o = (7y(ü = — la expresión 

2/coso' =-- 2C ^l 1 - -sen^ul rfo. 
Llamando/i á dicha resultante> 



JL 3 

^ 1 sen^cü 



-'o r' 



f, = 2Clia I duy. 

^o r 

Pero r' también depende de w, de modo que en la ecua- 
ción anterior hay que poner 



r 
r ; 



COSco 

así 



. 2CIia ri (. 3 \ ^ 

/i -^ I coso;| 1 sen^o») í/o». 

r X \ 2 } 

Esta es la accion entre la corriente EE' y el elemento A'B' 
que se ejercerá según la recta oF. 

La integracíón es bien sencilla, mas para nuestro objeto, 
ní aun tendriamos que entretenernos en efectuarla, porque 
como no entra más variable que o) y se integra entre cero y 

— , resultará un número perfectamente determinado, que im- 

porta poco cual sea : en C puede estar. En este caso es — . 
En suma, el valor de /i será de la forma 

i — r ^^^ 



■k.'i 



Después de haber calculado la acción entre la corriente / 
fé\ elemento A'B', figura 21, tenemos que seguir calculando 
las acciones que corresponden á los demás elementos del 
rectángulo. Pero B'C' es perpendicular á EE' y !a recta per- 
pendicular á ambas pasa por ei centro de B'C', luego la 
acción entre estos dos elementos es nata, según ta misma fór- 
mula de Ampíre, pues cos : --- o. cos •.■> = cos lu* = o. según 
la experiencia y según la demostración directa fundada en la 
simetna. 

Pasemosal elemento C'D'. 

Claro es que su acción será nitméricamente igual á la que 
hemos calculado para A'B'; pero como la corriente va en sen- 
tido contrario, en vez de ser una fuerza atractiva será una 
fuerza repulsiva, es decir, que llamándola/,' tendremos 



/;= 



.lia 



Por último, la acción entre el cuarto lado del rectángulo y 
la corriente EE' será nula, como lo era respecto á B'C. 

Y tendremos, por último, que la acción de todo el rectán- 
gulo sobre la corrienfe EE', se podrá expresar en la figu- 
ra 26, que es reproducción de la 22, aunque en mayor ta- 
mañü. para más claridad, de esle modo: 

El rectángulo proyectado en A'D', cjerce sobre la corrien- 
te proyectada en E, una tuerza atractiva /, , entre £■ y el lado 
del rectángulo que se proyecta en A', que cs e! A'B' de la 
tigura 21, y una fuerza repulsiva/,', que se ejerce entre E y 
) D' de! rectángulo, que es el C'D' de !a figura 21. 
is dos fiierzas/i y /,', que son iguales en valor numé- 
f de signos contrarios 




/.■-- 



. lla 
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las hemof flevado en la figura 26, sobre EG la prímera, y 
sobre ECt fal segunda, y hallando la resultante, obtendremos 
la Efi qixe llamaremos F^. 

Su valor se determina, desde luego, comparando los trián- 
gutos EFi G y EAD' que son semejantes; y recordando que 
EG es igual á /i, y que i4'D' es igual á b, tendremos 



6 hien 



EF, 


A'D' 


EG 


EA" 


F, 


b 



h 



EA 



t » 




de donde 



Pfaimi 26. 



Fi- 



/i6 



y substituyendo por /i su valor 



F,= C 



li.a.b 



Supongamos, para tener en cuenta toda la extensión del 
imán, que / representa, no la corriente de un rectángulo 
aíslado , sino la corríente por unidad de longitud ; es decir, 
la suma de todas las corrientes que corresponden á la unidad 
de longitud del imán. En este caso, á una longitud infínita- 
mente pequeña rfr, corresponderá la corriente idr^ que po- 



dremos considerar reunida en el conlorno del rectángulo A 
D', con lo cual, la acción de dicho rectánguto sobre la corrien- 
te EE', estará representada por lafuerzaFi, cuyo valor será 

H _ „ lidr .a .b 



^ii que ab representará el área de dicho rectánguio. Claro es 
que podemos substituir á EA', que es r, la longitud Eg que 
es próximamente igual. 

Cada rectángulo de los que eslán distribuídos á lo largo 
del imán en substitucit'jn al mismo, determinará una fuerza 
análoga á la F,, sin más que poner en la fórmuia en vez de 
r su valor. 

La fuerza total será la suma de todas estas fuerzas, puesto 
que todas tienen la misma dirección; y se obtendrá inte- 
grando el valor precedente desde R, que corresponde á la 
sección A D, hasta el infinito, ya que hemos supuesto que el 
otro polo hasta el infinito se ha alejado. 

Llamando F á dicha fuerza total, tendremos 



I 






-- Cli 



-AtT 



Si suponemos que se escogen las unidades de tal manera, 
que iab tenga el mismo valor numérico que el polo, ó sea 
proporcional á él, que es la hipótesis generalmente acepta- 
da, tendremos, haciendo i .a .b ^]x6 proporcional á [*, 



que es exactamente la misma fórmula que habi'amos obtenido 
experímcntalmente. 




Es decir, que en la hipólesis establecida y mediante la üt- 
tima hipótesis completnentaria hemos demostrado: 

1." Que si se supone fijo el imán, la corrienle girará al- 
rededor del polo. 

2." Que la fuerza, siempre perpendicular á la recta /? seiá 
proporcional á la corriente. al valor del polo y en razón in- 
versa de ladistancia. 

Si suponemos la corriente fija , podremos demostrar con !a- 
cilidad suma, aplicando el principio de la reacciün Ígual y 
contraria á la acción,queel polo y aun todo el imán tende- 
rán á moverse en sentído 
contrario á aquel en que aO' 

se niovía la corriente. ■ 

Claro es que si el imán 

tiene un punto fijo, la re- ~f.i- — *■" 

sultante tenderá á hacerle E*=-.\\\"-_^ 

girar alrededor de dicho _/^"*~--l 

punto. 

En efecto, para la sec- fmnnn. 

ción .4D, y lo mismo diria- 
mos para otra cualquiera, su acci6n sobre la corriente heraos 
visto que se reduce á dos fuerzas/, y/,' actuando según las 
rectas EA, ED. 

Las reacciones serán asimisnio dos fuerzas -/, , — /,' 
que si el imán tiene el punto fijo Af, tenderán á hacerle gi- 
rar en el sentido DD' (fig. 27). 

Lo único que nos proponiamos demostrar, y esto queda 
demoslrado, es que, con la hipótesis de Ampére, este fen6- 
meno del magnetismo á que venimos refiriéndonos se re- 
presenta y se explica en todos sus efectos mecánimos por 
las teorías de la Electrodinámica, sin suponer nuevos flúidos 
magnéticos ni agregar á la hipólesis de la electricidad la nue- 
va hipótesis dcí magnetismo, 



Claro es, que cuando se presentan dos órdenes de fenóme- 
110S y se quieren reducir á la unidad, ocurren dos soluciones, 
Así en nuestro caso, primero, ó se pretende explicar el mag- 
netismo por corrienles eléctricas, que era la tendencia de Am- 
pére y de su escueJa, y dentro de esa tendencia está el ejem- 
plo que hemos presentado; ó, segundo, se trata de reducir la 
Electrodinámica al magnetismo, como sucede, por ejemplo, 
cuando se substituye á una corriente eléctrica una hoia mag- 
nética. 

Pero de todo esto trataremos en otra ocasión y en otro 
curso. 

De todas maneras, ei ejemplo que acabamos de desarro- 
llar, da origen á muchas observaciones, que reservamos para 
la conferencia prúxima. 



Conferenola ootava. 
Señores: 

Declamos en la conferencia precedente, que aunque en el 
siglo último, la Física matemática procuraba explicar todos 
los problemas de la Fisica como cuestiones de Mecánica ra- 
cional, mediante ciertas hipótesis, á veces, sin aspirar á tan- 
to, inlentaba con el auxilio de la Mecánica ó det cilculo 
matemático, reducir un orden de fenómenos á otro, esfor- 
zándose en probar que ambos son apariencias de uno mismo. 

Así, en el ejemplo que presentamos, veiamos que un imán 
podía reducirse á un conjunto de corrientes, y que los efec- 
tos mecánicos y la fórmula de la fuerza obtenida por esta teo- 
rfa cotncidían exactamente con los resultados de la expe- 
riencia. 



Este triunfo y otros análogos de la Ffsica matemática, son 
verdaderauiente admirables, pero no hay que creer quc lo- 
dos los físicos los aceptan como definitivos, ni que 1a crftica 
se rinde ante los brillantes resultados de la ciencia teórica. 

Asf, en el caso que hemos estudiado últimamente, la duda 
llega hasla la misma fórmula de donde hemos partido, hasta 
á la misma fórmula de Ampere: 

Acción ó fuerza entre dos elementos de corriente 



ií'dsds' ¡ 3 
( COS ! COS<.i 

r- \ 2 



Esta fórmula la obtuvo Ampere en su tralado de Elec- 
trodinámica por una mezcla ingeniosísima de hipólesis, de 
principios racionales y matemáticos, y aun de resultados ex- 
perimentales más ó menos envueltos en hipótesis; aunquc 
el ilustre autor pretendia fundarse única y exclusivamenfe 
en la experiencia. El titulo de la obra es en efecto: Théorie 
mathémaUque des phénomcnes électro-dynamiques unique- 
ment déduite de l'experience, 1826. Pero 
estudio es éste que haremos en otro curso. 
Es lo cierto, que la fórmula anterior, que 
es la que nos ha servido de punlo de par- 
tida y que por mucho tiempo se consideró 
entre los admiradores de! inmortal físico y 
matemático francés como definitiva y clási- 
ca, esta fórmula está sujeta á severisima 
crítica, y hoy grandes maestros de la cien- 
cia la ponen en duda. 

En primer lugar, la fórmula establece la 
acción 6 la fuerza entre dos elementos de 
corriente como si estuvieran aislados, pero 
es absolutamente imposible aceplar que 
estén aislados dos elementos de com'ente; 
porque, según observa el eminente matemático francés 



'r-x 
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Mr. Poincaré, la fórmula anterior, y esta parte de la teon'a 
de Ampere, suponen que la fuerza á que nos referimos no 
tiene potencial. 

Y esto, como vamos á ver inmediatamente, vale tanto 
como establecer el inovimieiito continuo. 

Expliquémonos en términos más precisos. 

Supoiigamos que pudieran existir dos elementos de co- 
rriente aisiados, y sean éstos ab, cd. (fíg. 28). 

Scgún la fórmula de Ampere, si admitimos que las corrien- 
tes en ambos elementos van en el mismo sentido, y que am- 
bos elementos son paralelos, todo lo cual no tiene más ob- 
jefo que simplificar la explicación, deberemos substituir en la 
i fórmula 



E ^ 0, w = u = t 



con lo cual se reducírá á 



siendo ds = ab, ds' = cd, AB = r. 

Y además la fuerza será atractiva. ' 

Pues bien, un sistema de esta clase, sería una máquina de 
movimiento continuo, y podriamos crear trabajo indefinida- 
mente. 

En efecto; hagamos girar el elemento Cí/en el sentidoque 
marca la flecha, hasta que tome la posición ef perpendicular 
á ab en su punto medio. 

Este movimiento lo efectuaremos sin desarrollar trabajo, 6 
cuando más, un trabajo infinitamente pequeño de orden su- 
perior. 

Desde e/podremos transportar dicho elemento sobre la 
recta AB hasta donde queramos. sin consumir trabajo, por- 
que la acción entre los dos elementos ab y ef, es nula, se- 



- 212 - 

gún demuestra la fórmula de Ampere, puesto que para esle 
caso 

í=90, ..1-90, ...■=0; 

y. además. podriamos demostrar eslo mismo, apoyándonos 
en la simetría, por un razotiamiento directo que sc considera 
evidente. 

Una vez el elemento ef en la situación t' f , á cualquier 
distancia de A , deshagamos el giro antertor, colocando á di- 
cho elemento en la posíción c' d' paralela Á ab. Este giro, 
como el anterior, podremos efectuarlo sin desarrollo de tra- 
bajo, ó con un trabajo infinitamente pequeño de orden su- 
perior. 

Y si ahora abandonamos los elementos c'd" y n í> á su fuer- 
za de atracción, el sistema desarroUará un trabajo finito, que 
será la integral 



T' 



De suerte que hemos creado, y podemos seguir creando, 
trabajo en cantidad indefinida, consumiendo cantidades Ínfi- 
nitamente pequeñas de orden superior. 

No sólo en este caso, sino en general, todo sisteraa que se 
encuenlre en anáiogas condiciones, podría considerarse como 
una máquina de movimiento contínuo. 

S¡ un punto, -4 , y lo que digamos de un punto podríajnos 
generalizario para un sistema, al pasar de una posición A á 
otra posición B, está sujeto á una fuerza tal, que el trabajo 
de dicha fuerza es el mismo, sea cual fuere el camino que 
siga el punto, para pasar de v4 k B, se dice que la fuerza 
tiene una potencial, y no podria servir dicho punfo, ni su 
movimiento, como máquina de movimiento continuo. Pero si 
el tralajo entre dos puntos depende del camino, lo contrario 
puede afirmarse. Sobre lodo esto ya insistiremos en otra 



ocasión.porquees una cuestión iiiiportantísinia y fundamen- 
ta! en Física matemática. 



Habiamos explicado en el ejemplo á que ventamos refi- 
riéndonos. una acción electromagnética fundamental, substi- 
tuyendo al imán un sistema de corrientes; y e! resultado pa- 
recía definitivo. 

Sin embargo, como nuestra demostración se fundaba en 
la fórmula de Ampere, todo lo que quebrante ia confianza en 
dicha fórmula, quita importancia al resultado, cuya concor- 
dancia con el método experimental, puede atribuir algún 
crltico severo á una casualidad de las que suelen presentar- 
se enestas cuestiones, ó á una compensaci6n de errores. 6> 
acaso, á ciertas analogias en las fórmulas. que á veces exis- 
ten hasta en fenómenos de muy distinto orden, como suce- 
de, sin ir más lejos, y para este mismo problema que esta- 
mos discutiendo, entre la teoria de los torbellinos y la de las 
acciones electromagnéticas. 

La acusación que se dirige con- 
tra la fórmula de Ampere y que 
acabamos de desarrollar, es grave, 
yprueba, según muchos matemá- 
ticos, que no pueden existir ni ele- 
mentos aislados de corriente, ni en 
general, corrientes abíertas: esto 
ya lo discutiremos á su tiempo. 

Pero hay más; la demostracirtn 
dc !a fórmula de Ampere, que fué 
un prodigio de ingenio y de talen- Fisura ee. 

to. es. si se me permite la palabra, 

una demostración hibrida, porque, en parte, se funda en con- 
sideracíones matemáticas, y muy especialmente, en conside- 
raciones de simetría. 
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Mas por otra parte, también acudió el insigne autor á cier- 
tas experiencias fundamentales y á varias hipótesis, no del 
orden mecánico estas últimas, porque la demostración, eii 
rigor, no pertenece á este orden, sinu del orden físico, y casi 
me atrevería á llamar nietafísico, sobre cuya exactitud asal- 
tan graves dudas. 

Citemos una de estas hipótesis, que mucho tiene de hjpo- 
tético aunque se dé como resultado experimental. 

Mr. Ampere, descompone un elemento de corriente según 
tres ejes coordenados, y afirma que, á dicho elemento de 
corriente, pueden subsliluirse las fres componentes. 

Mas en general, á una corriente eléctrica AB (fig. 29) 
podrá sutKtituirse otra corriente infinitamente próxjma á 
ella, A bcLiB. Y caso particular de este postulado, es el dc 
substituir á la corrienle OC, infinitamente pequeña. el con- 
torno forniado por las tres componentes OE. ED, DC. 

Pero este postulado, como decíamos antes, da lugar á 
muchas dudas, no ya en el orden fisico, en el cual la com- 
plicación de los fenómenos es grande y que encierran un 
fondo completamente desconocido; sino que en puras cues- 
tiones de análisis y aun de Geometria elemental, dicho pos- 
tulado, ó postulados análogos, son absolutamente falsos. 

Permitanme mis oyentes, que recuerde una paradoja geo- 
métrica de extrema sencillez, y que por lo trivial no me 
atreveria á recordar si no se enlazase, por manera inespera- 
da, con altas cuestiones de análisis; paradoja con que se 
poneá prueba el buen ingenio de los principiantes. 

Me refiero á aquélla en que se demuestra que la suma de 
dos lados de un triángulo es igual al tercero. 

Sea el triángulo ABC (fig. 30), y demostremos lógicamen- 
te que la suma de las lados AC -^- CB, es igual al lado AB. 

Partimos del siguiente postulado, que es análogo al de la 
Electrodinámica. 

Si dos lineas tienen los puntos extremoscomunes, una de 
ellas es fija y la otra variable, y el número de puntos co- 
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munes es tan grande como se quiera, y crece sin limites; si 
además la distancia entre cada dos puntos de ambas líneas 
es infinitamente pequeiia, es decir, se acerca á cero tanto 
como pueda desearse, las dos líneas coincidirán y podrán 
substituirse una por otra en el límite. 

Apliqucmos este postulado. 

Tomemos los puntos medios D, E, F de los tres lados del 
triángulo, y formemos el contorno A DFEB. La tongitud de 
este contorno es la misma evidentemente que la de los lados 
A C -\- CB, como Jo prueba el paralelogramo CDFE. 

Lo que hemos hecho con el triángulo A CB. repítámoslo 
con los triángulos parciales /ÍD/^ y /--ffí,- y tendremos el 
nuevo contorno AD' GD" FE' HE' B, cuyo contorno tendrá 
la misma íongilud que los lados AC -^ AB. 

Apliquemos el mismo procedimiento á los cuatro triángu- 
los parciales y formaremos la linea quebrada 

A abcGdegFg'e' (f Hc' b' aB. 



Esta linea quebrada tiene, como lodas las anteriores, la 
longitud constante AC -]- CB. 

Como podemos continuar indefinidamenle las mismas 
construcciones geométricas, hallaremos un contorno, que 
tendrá con la línea A B, un número infinito de puntos comu- 
nes, siendo la distancia entre cada dos infinitamente pe- 
queña; luego, segiin el postulado, este contorno y la linea 
A B tienden á confundirse, y en el limite, se confunden; luc- 
go sus longitudes son iguales, luego la longitud de AB es 
-igual á las longitudes tis AC y BC. 

Esta paradoja es elementa! y sólo propia de principiantes 
en el estudio de la Geometría; pero la crltica puede encon- 
trar paradojas, por decirlo así de la misma familia, en las 
altas regiones de la Ciencia. 

¿Por qué no ha de haber una paradoja análoga á la ante- 
rior al pretender substituir á un elemento de corriente el con- 
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tomo formado por las Ires componentes de dicho elemenlo? 

Otro caso podemos citar verdaderamente notable. 

Por muchos anos ha pasado como verdad indiscutible, quc 
toda hinción continua de dos variables reales, x é y. tiene 

una derivada, es decir, que — ^ tiende hacia un límite cuan- 

do \x se aproxima á cero indefinidamente, exceptuando 
para puntos singulares, y sin embargo la proposición es 
falsa, como ha demostrado Weierstrass en ejemplos notabi- 
lisimos de series que representan funciones contínuas, y en 
las que, sin embargo, la derivada tiene valor indeterminado 
para todos los puntos en general. 

De esta teoria, puramente analítica, pueden presentarse es- 
quemas geomélricos, que den algo asi como una explicación. 
En la figura 30, e! contorno AabcG..-, aunque tiende á 
confundirse con la linea recta, puede decirse que en cierto 
modo tiene en cada punto dos tangentes paralelas á los 
ladoSi4fíy fiC. 

En general. si la línea Aabcd... (fig. 31) tiende á aproxí- 
marse indefinidamente á una linea AB át forma constante 6 
variable, nunca podrá decirse que esta linea sinuosa que imi- 
ta en cierto modo las ondulaciones de un hilo flexible, tiene 
una tangente en cada punto, ni que ésta sea la de la Unea AB, 
La verdad es que esta linea ondulada que acabamos de 
cilar puede tener en cada punto variable infinitas tangentes, 
sin que éstas tiendan á coincidir 
con la tangente á la Hnea de tra- 
zos <4 fi en el punto infinitamen- 
te próximo al que se considere 
en dicha Hnea sínuosa. 

En suma, este problema de 

los contornos substituibles para 

piouro 3o. todos los casos, es más com- 

plejo de 1o que parece, y todo 

postulado que á esta teoría se refiera, debe considerarse 
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como sospechoso. La substitución de una Hnea por otra que 
lienda á confundirse con ella será legífima al deferminar 
áreas; no lo es al determinar longitudes, tangenfes 6 curva- 
turas. Asf, en Electrodinámica será legítima para calcularel 
flujo de fuerzas, pero no para calcular, por ejemplo, raoraen- 
tos eiectromágnéticos. 

Verdad es que la fórmula de Ampere, que no seria apli- 
cable á corrientes abiertas, dado que pudieran existir éstas, 
puede aplicarse á corrientes cerradas, aunque no como re- 
sulfado de las accioncs de tos elementos, para cuyas accio- 
nes la fórmula de Ampere no sería la única solución. 

Observemos, sin embargo, y esto atenúa algo las críticas 
anteriores, que hemos aplicado la citada fórmula de Ampere 
á dos sistemas de corrientes, ambas cerradas. Las que subs- 
tifuyen al imán están cerradas por definición; la de la co- 
rriente recfilínea la suponemos cerrada á una distancia in- 
mensa, y si es preciso, en el infintto. 



En el ejemplo de que vamos Irafando fiay algo todavia 
que merece fijar nueslra atención, porque se enlaza con cues- 
tiones muy hondas y muy debati- 
das de la Fisica matemátíca. 

A saber, con la cuesfión de las 
fuerzas cenfrales. 

En todo el siglo anterior, la feo- 
ría de las fuerzas cenfrales ha do- 
minado casi por complefo, desde 
las grandes cuesliones de la Astro- 
nomia y de la Mecánica celesle, 
hasta los trabajos admirables de 
Cauchy. 

Se consideraba por la raayor parte de los físicos, no diré 




Plflupa 31. 
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por todos, como un p'ostulado evidente y casi indiscutible, 
que la acción de dos punlos materialcs A y B (fig. 32) de- 
bia ser una fuerza, ó mejor dicho, im sistema de dos fuer- 
zas, actuando ambas en la dirección de la recta que unla 
amlíos puntos. 

Se planteaban á 1a vez dos 

A B hipótesis. ó dos postulados; 

y* "v^ paraalgunos, dosaxiomasde 

Metafistca, de Filosofia natu- 

rimira 32. ral y hasta de sentido co- 

mún, á saber: 1.", el de las 

fuerzas centraies, que es el que hasta ahora nos interesa; 2.°, 

el de la reacción igual y contraria á ta acción. 

Si dos puntos materiales AB están en presencia, Iaacci6n 
de B, por ejemplo, sobre A, ¿cómo no ha de ser en la di- 
rección de la rccta AB, ya sea atractiva, ya sea repulsiva, y 
cómo no ha de eslar aplicada al mismo punto A ? 

Toda otra solución, por razón de simetría airededor de -4 íi 
y por el principio de la razón sufíciente, supone un número 
infinito de otras soluciones. 

La critica moderna hace tabla rasa de todas estas evi- 
dencias. 

En primer iugar, niega la acci6n á distancia. y por io tan- 
to, la necesidad de que todas las fuerzas sean centrales. 

En segundo lugar, pone en duda. por lo menos, el princi- 
pio de la reacción igual y contraria á la acción, y en tercer 
lugar, acaba por poner en tela de juicio la existcncia de las 
fuerzas, dando ocasión á que se hayan creado otrasmecáni- 
cas distintas de la Mecánica clásica. 

Sobre estos dos puntos, nada diremos por Iioy, aunque 
en su dia. siá él llegamos, los discutiremos con la amplitud 
que merecen. 

Pero en cuanto á la teoría de las fuerzas centrales, algo 
debemos decir aún. 



i Parece, en efecto, de sentido común, qiie la accióri de dos 
^unfos Ay B, sumamente pequeños, esle dirigida sobrc la 
recta que une ambos puntos. 

Pero, si no para dos puntos infinitamente pequeños, que 
de este caso trataremos en esfa misma conferencía, al menos 
para dos sistemas, en el ejemplo que hemos estudiado res- 
pecfo á la acción entre una corriente y un imán, ya sea imán, 
ya sistema de corrientes, la experiencia y la teoríadan, al 
parecer, la razón en absoluto á la crítica. 

La acción entre el polo y la corriente no actúa en una 
recta que se apoye sobre la recta y que pase por el polo, la 
más corta distancia como parece natural; sino que si bien 
corta á la corriente, no pasa por el polo, ni tiende á aproximar 
ia corríente al polo, sino á hacerla girar alrededor de éste. 

^Y en cuanto al imán, la acciún es más compleja, porque 
lugar á una resultante y á un par resultante. 
Todo esto lo jiemos demosírado teóricamente, y la expe- 
ríencia, juez supremo, lo afirma y lo comprueba. 

En rígor, dicho resultado níngún valor da á la critica, por 
más que, á primera vista, parezca lo contrario; porque aquí 
no se trata de dos puntos, sino de sistemas complejos; y 
nada tiene de particular, que la resultante de las acciones 

rre la corriente no pase por el imán, ni que las acciones 

sobre el imán se compongan de una fuerza y un par de fuer- 
zas. Basta para oblener estos resultados, apltcar las reglas 
de la estálica. Mas aun en el ejemplo á que nos referímos, 
las acciones elementales, hemos supuesto que son fuerzas 
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que van de elemento á elemento, según la recta que une sin 
puntos medtos, y que, por lo tanto, son fuerzas centrales: 
las acciones resultantcs son las que no constituyen fuerzas 
centrales, lo cual no es, seguramente, un descubrimiento de 
la crítica modema. 

Pero aun tratándose de elementos ¡nfinitamente pequeños, 
no puede admitirse como evidente que las fuerzas hayan dc 
ser centrales, y en esto la critica está en lo cierlo. 

Aun siendo los elementos infinitamente pequeños, si son 
complejos, y pueden dar lugar á la vez á atracciones y re- 
pulsiones, la iiipótesis, á priori, de las fuerzas centrales, es 
de todo punto gratuita. 

Sean (fig. 33) dos elementos sumamente pequeños A, A'; 
admitiendo la acción de las fuerzas centrales, tiabria que su- 
poner que la acción de A sobre A' actuaba del centro de A 
al centro de A' , ó. en general, de un punto cualquiera de -4 
á un punto cualquiera de A'. 

Pues, sin embargo, si A es un sistema complejo, si con- 
tiene un centro de atracción o y un centro de repulsión b, lo 
cual sucede 6 se supone en todo etemento conductor de la 
electricidad sujeto á la acción de un campo eléctrico, la ac- 
ci6n de A sobre A' , no será central. 

Supongamos que A' no contiene más que un centro atrac- 
tivo fl',- pues entonces, para hallar la acción de A sobre A', 
será preciso unirel punto a' con a y b. Sobre la recta aa' y 
en su prolongación , porque suponemos que los centros se 
repelen, babrá que tomar una longitud a'c, igual á dicha 
fuerza repulsiva; y sobre la recta a'b, deberá tomarse otra 
longitud, a'd, igual á la fuerza atractiva entre a' y b. Des- 
pués se formará sobre a'c y a'd g\ paralelogramo o'díc 
ya'e representará la acción del elemento A sobre el elemen- 
to A', que no será una fuerza central á pesar de ser ambos 
elementos sumamente pequeños. 

Es más, si A' contiene otro centro afractivo b', la accfón 
de ^4 sobre b' será una fuerza / (no representada en la figu- 




ra), que tampoco será central, de suerte que la acción de A 
sobre A' , que se compone de las dos fuerzas a' e y b' f, po- 
drá ser una fuerza no central y además un par de fuerzas, el 
cual por lo general podrá despreciarse. 

De suerte que, en general, si los elementos son homogé- 
neos, es decir, no son capaces másque de sufrir atracciones 
ó repulsiones, sin que éstas concurran á la vez en cada ele- 
mento, no será aventurado admitir la hipótesis de las fuerzas 
centrales; pero no será legftimo admitirla en caso contrario. 

Y como los elementos que constituyen los cuerpos, aun 
admitiendo la hipótesis mecánica, contienen elementos de 
materia ponderable, y atmósferas etéreas, de aquf resulta 
que en Jos problemas de Fisica matemática, admitir en abso- 
luto y para dos elementos cualesquiera la hipótesis de las 
fuerzas centrales, es grandemente aventurado. 

Sobre esle punto hemos de volver en el curso próximo; 
por ahora basta con tas indicaciones que preceden, que jus- 
tifican plenamente, que ciertos matemáticos, como el eminen- 
te Poincaré, en muchos problemas de la Fisica acudan á la 
teoria de las funciones potenciales ó funciones de fuerzas 
para dar más seguridad á las fórmulas que establecen. 



Dijimos al principio de esta larga discusión, que nos ha 
conducido á diversas digresiones. que íbamos á presentar un 
ejemplo en que la Fisica matemática se esforzaba en explicar 
un fenómeno de la Física experimental , no reduciéndolo di- 
rectamente á un problema de Mecánica, sino á otro fenóme- 
no de la misma Física experimental. 

Y esto es precisamente lo que hemos hecho, siguiendo la 
hip6tesis de Ampére: substituir un imán por un sistema de 
corrientes eléctricas. 

Pero aqui se presenta y se enlaza con el anterior otro pro- 




blema: expiicacTÓn mecánica de las corrientes cléctricas; el 
cual en rigor se descompone en olros dos, porque la teoria 
ciásica de la electricidad, saben mts oyentes, que se divide 
en dos ramas: la Electroeslática y la Electrodinámica. Y asl, 
la explicación de los fenómenos de Electrodinámica puede 
buscarse en los fenómenos electroestáticos, agregando á 
ellos un solo hecho, el movimiento de los átomos eléctricos. 

Claro es que todos estos problemas, nopodemos Iralarlos 
en esta introducción, que ha de ser dc carácter general y 
elemental al mismo tiempo; nos basta con Ír enumerando los 
probiemas, por decirlo de este modo, y formulando el pro- 
grama, por lo tanto, de los cursos próximos. 

Diremos, no obstante, aunque sea de pasada, queaun an- 
tes de las teorlas de Maxwell y de otros matemáticos y fisi- 
cos, ó por lo menos antes de que estas teorias fuesen cono- 
cidas, se hicieron muchos esfuerzos y se establecieron mu- 
chas htp6tesis para expUcar por la Elcctroeslática, la fórmuta 
fundamental de Ampére, que antcs hemos cilado; asl, por 
ejemplo, ya en el año 1865, en las Memorías de la Acade- 
mia de Staníslas, Mr. Renard publicó una interesante nota 
sobre la demostración de ta fórmula de Ampére en la hipó- 
tesis de un solo flúido, partiendo de la teoria matemática de 
la elasticidad de Lamé. 

Todavia existe otro intento de teoria, precisamente con el 
mismo objeto: demostración direcla de la fórmula de Ampe- 
re; teoría que quizá desarrollemos en otra ocasión, conten- 
tándonos por ahora con reproducir en forma muy sucinta 
alguno de los príncipios é hipótesis en que se fundaba, que 
son los siguientes: 

1 ." Cálculo del aumento ó disminución de presiones en una 
masa de éter en función de las fuerzas á que está sometido. 

En la hipótesis á que nos vamos refiriendo, se supone que 
la eleclrícidad se compone de un sóloflúido que coincide con 
el éter mismo. 

2." Se admite que fodo conductor eléctrico está formado 




-223- 



de esferillas conductrices, como en la teoría de los dieléctri- 
cos de Poisson, y que una vez establecido el régimen de la 
corriente, las atmústeras etéreas se acumulan en el sentido 
de la corriente misma, abandonando en parte el hemisferio 
opueslo; de suerte, que cada esferílla, como en la teoría clá- 
sica á que antes nos referiamos, puede suponerse que tiene 
dos centros, uno atractivo y otro repulsivo. En la hipótesis 
de los dos flúídos, se diria que cada molécula se compone 
de dos masas eléctricas iguales; una positiva y otra negativa. 

3." Al establecerse la corriente, se supone que por la su- 
perficie del conductor circula el flúido eléctrico desde el polo 
positivo de la pila ó generador hasta el polo negativo; con 
una caida de densidad eléctrica, que determina el campo 
eléctrico en que se polarizan, como acaba de explicarse, las 
esferillas del conductor, y en que se polariza la capa del 
dteléctrico que rodea dicho conductor en el mismo sentldo 
que éste. 

4." A medida qiie se va engendrando electricidad en ia 
pila ó generador, ésta va saltando de esferilla en esferilla, 
porque, como la capa eléclrica se halla en equilibrio en cada 
una de ellas, todo aumento determina un transporte. 

Puede decirse, que á todo lo targo del conductor, este 
transporte ó salto de átomos eléctricos, es simultáneo. 

Así en la hipótesis que vamos describiendo, ia corriente 
eléctrica se compone de un movimiento efectivo de electrici- 
dad desde uno á otro polo, 

Pero, al contrario de lo que sucede en otras hipótesis, no 
es dicha corriente eléctrica la que engendra las fuerzas elec- 
trodinámicas. En esto difiere totalmente la hipótesis en cues- 
tión de la hipófesis de Weber. 

5." Como cada esferilla del conductor contiene dos cen- 
tros, uno atractivo y otro repuisivo, cada par de centros 
produce una alteración en todo el dieléctrico, alteración que 
puede estudiarse por el sistema de curvas semejantes á que 
da lugar el sistema de dos masas eléctricas íguales y de 
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nombres contrarios, según se estudia en tnuchos tratados de 
dectricidad: en el de Mascart, por ejemplo. 

6." Cuando hay otro cunduclor en presencia del primero, 
este sistema de curvas semejantes, que son verdaderas lineas 
de fuerza, actúan sobre ia capa del dieléctrico que rodea al 
segundo conductor, contrariando su efecto, y alterando las 
presiones que sobre el conductor ejerce, si las dos corrien- 
tes van en el mismo sentido, y actuando en el mismo que la 
electricidad de 1a expresada capa, si las dos corrientes van 
en sentido contrario. Y es claro que se supone que los dos 
elementos de corriente son paralelos y perpendiculares á ia 
Ifnea que une sus centros. 

7." Admitiendo todas las hipótesis anteriores como bue- 
nas, se demuestra fácilmente que los elementos se atraerán, 
si las corrientes van en ei mismo sentido. Porque las Ifneas 
de fuerza disminuirán las presiones en la parte próxima al 
primer conductor, y las disminuirá también en la parte leja- 
na; es decir, á un lado y otro del segundo conductor, siem- 
pre en la capa expresada del dieléctrico, pero disminuirá 
más la presión en el interior que en el exlerior, con lo cual 
resultará una fuerza atractiva en la apariencia; en rigor será 
debida á un exceso de presión de la parte más lejana. 

Lo contrario sucederá si las corrientes van en sentido 
opuesto. 

Efectuando los cálculos que se resienten del mismo carác- 
ter hipotéticú de todo el sistema de demostración, se llega á 
la fórmula de Ampere para dos elementos paralelos. 

8." Apiicando todavía estas hipótesis á dos elementos si- 
tuados en la misma recta, se comprueba, con un poco de 
buena voluntad, la misma fórmula de Ampere para este 
caso; y combinando ambos resultados, se llega á la fórmula 
general. 

El carácter de esta demostración, ya hemos dicho cual es: 
demostrar las fórmulas de la Electrodinámica, apoyándose 
única y exclusivamente en los principios de la Electroestática. 
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Quizá más adeiante, en otro curso, y al dar cuetita de 
otras liipótesis, más bien como estudio histt'irico que coii 
otro objeto, desarrollaremos los cálculos de la teorla que 
acabamos de indicar, y sin la ayuda de los que tio se puede 
comprender fácilraente. 



Bien quisiéramos presentar algunos otros ejemplos, reco- 
rriendo todas las ramas de la Física matemática, como pre- 
paración elemental para e1 estudio de la misma; perolafalta 
de fiempo nos impide realizar este deseo. 

De todas maneras, mís oyenles habrán comprendido ya 
que en toda la Fisica matemática, que podemos llamar 
clásica, ha domínado en gran parte del siglo anterior una 
idea, la de explícar los fenómenos de la Fisica por la hipt>- 
tesis mecánica. Los trabajos en este sentido han sido gran- 
des y gloriosos, como lo demuestran, entrc otras teorias, !a 
de la lüz. 

Los triunfos han sido inmensos, pero no completos, por- 
que en rigor no podian serlo; no puede pedirse á la ciencia 
humana que abarque en sus fórmulas toda la inmensidad de 
la Naturaleza inorgánica sin encontrar obstáculos, sin mos^ 
trar deficiencias, sin que asalten al matemático y al fisico 
dudas y á veces contradicciones. 

De algún tiempo acá, la critica se mueslra hostil contra la 
hipótesis mecánica. y acaso opone excesivos rigores á las 
soberbias esperanzas de los grandes fundadores de esta 
ciencta. 

Ya lo hemos dicho, y esto nadie lo niega, la hipólesis me- 
cánica ha sido extraordinariamente fecunda; y no desapare- 
cerá tan pronto como algunos se imaginan. Yo creo que se 
modificará, que se perfeccionará, pero que no desaparecerá 
nunca, si esta palabra nunca puede pronunciarse en.obras 
humanas. 




¿Dónde está la teoría antimecánica que ha de substituirla? 

No la veo. Pero, por otra parte, pretender anular los mis- 
terios del Cosmos, suponer que con las fórmulas de la Di- 
námica se ha conseguido penetrar en el seno de las cosas y 
llegar hasta lo absoluto, me parece más que una gran exagé- 
ración. un gran error y una ambición desmedida. 

Y á este propúsito. en la conferencia. ú en las dos con- 
ferencias que daré todavia. he de explicar á mis oyentes un 
teorema importantísimo del eminente Mr. Poincaré, una de 
las glorias contemporáneas más indisculibles, no sólo de 
Francia, sino de toda la ciencia moderna. 

Mr. Poincaré no rechaza ias hipótesis, antcsbien, yocreo 
que las considera necesarias para el progreso de las ciencias; 
pero no olvida que son hipótesis, ni les da fuerza y valor 
para alcanzar lo absoluto de los fenómenos. 

Asi, en et teorema á que nos referimos, demuestra, y esla 
demostración es la que Iiemos de exponer, que s¡ )a hipÓte- 
sis mecánica llega á una solución, mediante la cual se explica 
un fenómeno de la Naturaleza, la misma hipótesis mecánica 
podrá ofrecer otras infinilas soluciones. Tal será el objetode 
la conferencia próxima. 



Conferenola novena, 
SeÑORES: 

Según ío que indiqué en la conferencia última. debta en 
ésta explicar un notable teorema de Mr. Poincaré sobre las 
soluciones de los problemas de Física mafemática en la lla- 
mada hipólesis mecánica y sobre su indetermtnación. 

Pero dicho teorema se funda en las ecuaciones de Lagran- 
ge, para el movimiento de los sistemas, y acaso algunos de 
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ftiis oyentes no conozcan esta forma especial de ias ecua- 
ciones de la Mecánica. 

Y como eslas conferencias, que sirven de introducción al 
estudio de la Física mafemática, tienen un carácter elemen- 
tal y son de verdadera propaganda científica, no quiero de- 
jar ningún cabo suelto, como suele decirse, y me propongo 
demostrar todo teorema que enuncie, para evitar dudas y 
desalientos y obscuridades á los que me honran con su asís- 
tencia á esta clase. 

No sólo explícaré las ecuaciones de Lagrange, sino que 
daré su demosfración , yentre las varias demostraciones que 
pudiera elegir, me decidiré por la que se deduce de un cé- 
lebre teorema de Hamilton. 

Pero todo se encadena, y para la demostraciím del teore- 
ma á que acabo de referirme, tendré que acudir al principio 
de las velocidades virtuales en su aplicación á la Dinámica. 
Más aun, no sólo para la demostración de este iiltimo 
principio, sino como base de toda la Física matemática, se- 
ría bueno, y afirmaría muctio las ideas, un resumen sucinto 
de los principios de la Mecánica racional. 

Los hemos cstado aplicando en todas estas conferencias, 
y tendremos que seguir aplicándolos en los cursos próximos, 
como que la tendencia general de la Fisica matemática clá- 
sica es, según hemos dicho fantas veces, reducir todos los 
fenómenos de Física á problemas de Mecánica. 

Todas las ramas de aquella ciencia, quizá con una sola 
excepción, reducen los hechos fisicos, sea cual fuere su 
apariencia, á hechos de Mecánica racional, á equilibrios y 
movimientos de lus sistemas, á masas, fuerzas, trayectorias, 
velocidades, fuerzas vivas, cn cualquier insfante; y fuerzas 
rivas medias, trabajos de fuerzas y funciones de fuerzas. 

Y no estará de más este resumen de los principios gene- 
^tes de !a Mecánica, quc nos proponemos hacer brevemente 
f en forma muy sintética, para refrescar las ideas de los que 
nyan estudiado la Mecánica racional con extensión sufi- 



ciente. para completar los conocimlentos adquiridos por 
otros en estudios más elemenlales, y á ser preciso, para ex- 
plicar la Mecánica en iina ó dos conferencias á los que 1a 
ignoren, con tal que posean conocimientos generales de las 
Matemáticas. 



Pero, (í.es posible realizar semejante empresa? 

¿No es absurdo pretender explicar la Mecánica en una 6 
en dos conferencias, como acabamos de indicar? 

Yo creo que es posible, y que la empresa no es absurda. 
La larga práctica á que me lie dedicado durante muchos 
añüs para propagar las ciencias fisicas, me ha hectio com- 
prender, que la mayor parte de sus teorias no están á ianta 
distancia del origen que no pueda recorrerse el camino con 
suma brevedad. Y en Mecánica ractonal, aún más que en 
otra ciencia cualquiera. 

Pocas ciencias habrá, repito, en que la primera miíad, 
que en este caso, y según los cánones clásicos, se llama 
Estática, pueda reducirse toda á un solo principio, el de las 
velocidades virluales; y la segunda miiad, ú sea la Dinámi- 
ca. pueda asimismo condensarse en este principio ampliado 
á las fuerzas de inercia. 

Si se exceptúa la Cinemática, que es la que tiene más 
íntima rclación con las Matemáticas puras, el reslo de la 
Mecánica se condensa casi, volvemos á repetirlo, en un solo 
principio, el de las velocidades virluales. 



Pero, ¿no causará extrafleza á mis oyentes, y más aün al 
que lea estas conferencias euandu se publiquen, el que inle- 
rrumpamos, por decirlo de este modo, los estudios propios 
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t Física mateniática, para consagrar por completo dos con- 
ferencias al estudio de la Mecánica racional? 

Yocreo, por las razones que antes expuse. que ambas 
'CÍencias están intimamente enlazadas, como que Insgrandes 
esfnerzos de los ikistres sabios, que en el siglo precedente 
crearon la Física matemática clásica, se dirigian á convertir, 
como hemos repetido infinitas veces, loda la Física en pro- 
blemas de Mecánica: la Fisica, de este modo, venia á ser 
una Mecánica aplicada. Y conio, por otra parte, se aspiraba 
á que la Mecánica fuese eminentemente racional y piiramen- 
te nialemática, Ja aspiración suprema de aquellos sabios era 
impregnar de tal modo el mundo de los fenómenos del es- 
piritu racional de las Matemáticas, que la realidad quedará 
sujeta y sometida casi al idealismo matemático y al imperio 

tde la razón. Todo lo racional es real, dijo Hegel, si no me 
bquivoco. 
i La experiencia venia á ser una comprobación de las fór- 
ínnulas, y sólo para comprobarlas, y en todo caso para deter- 
lniinar los coeficienles numéricos, que dichas fórmulas contu- 
viesen, había de servir en lo sucesivo la Fisica experimentai. 
Ambición noble y grandiosa, pero como todas las ambi- 
ciones, si son desmedidas, sujeta al peligro de ruina total é 
jnevitable descrédito. 

Pero aún fiay más que justifica. á mi modo de ver, este 
paréntesis que abro en las presentes conferencias. 
I Aunque ie he llamado paréntesis. yo creo que no lo es; 
reo que al ocuparnie hoy en la Mecánica racional, continúo 
1 mismo sistcma que vengo siguiendo desde cl principio. 
I Creo, en suma. que es agregar un ejemplo más á todos 
s ejemplos que hasta aqui iiemos estuiiiado. 
^ Porque al fin y al cabo, ¿qué es la Mecánica racional? 
1 ciencia que estudia un orden determinadu de fenómenos 
s fenómenos del movimienlo, y acaso, como apa- 
sncia, los del equilibrio. 
li el magnetismo comprende fenómenos determinados, y 
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otros fenómenos determmados tambjén la electrícidad está- • 
tica y dinámica, y fem'imenos con determinado carácter la 
luz, y un grupo especial de fenómenos el calórico, ¿por qué 
en esta seríe de fenómenos fisicos no han de estar compren- 
didos y no han de ser, como los demás, parte de la Física. 
los fenómenos de la Estática y de la Dinámica? 

Lo son; ¡quién lo duda! Son fenómenos físicos, y á la 
Fisica pertenecen, y la Historia de la Ciencia lo demuestra, 
y todos los tratados de Fisica experrmental lo compnjeban. 
Como que en ellos sc empieza por nocioncs de Mecánica. 

Lo que hay es, que la Mecánica es la partc de la Fisica 
cn quc más domina el elemento racional y matemático. 

Se puede cxplicar el calórico, la luz, la electricidad con 
muy pocas fórmulas, con poco luio de cálculo matemático, 
y en la Mecánica, después de establecer ciertos phncipios, 
al cálculo matemático queda entregada la ciencia toda. 

Es ia parte de la Fisica en que el elemenlo niatemático 
hace presa con mayor encrgia y con más firmeza. 

Pero, en rigor, y mirando cslas cuestiones con imparda- 
lidad, la Mecánica puede esludiarse de dos modos, como 
todas las demás partes de la Fisica: ú expcnmentalmente. 6 
matemáticamcnte. 

La Mecánica tiene su Mccanica cxpcrimental . con la que 
se puede constituir toda la ciencia; y su Fisica matemáti- 
ca aplicada á los fenómenos dc ta Mecánica y fundada cn 
fiipótesis y en calculos matemáticos, y esta última es la que 
casi ha dominado en la Historia de la Ciencia, y á ésta es á 
la que se lia llamado Mecánica racional, indicando clara- 
mente, que del elemento experimental se prescindia y que 
tal Mecánica era una ciencia pura, que en la clasificación de 
las ciencias, venía casi después de las Malemáticas, sin más 
intermedio que la Cinemálica. 

Ha sido preciso que la Critica moderna, que en sus oríge- 
nes no es tan moderna como indica 1a palabra, analizase. 
con la severidad que le es propia, los Ilamados axiomas y 



pflncipios de ia Mecánica racional, para que ésta cediera un 
lanto en siiiá pretensiones, y se aproximase, aunque de 
mala gana, á ia Písica experímental. 



I 

^H Podfamos, en rígor, tratar en estas conferencias de 1a Me- 
Hpánica y estabiecer sus principios y sus ecuaciones funda- 

mentales sin allerar en lo más mfnimo el orden que venimos 

siguiendo. 

Nos bastaba decir: otro ejemplo más: el equiUbrio y el mo- 
^mümiento de los sisfemas materiales. 

^H Y á continiiacíón, como hemos hecho hasta aquí, agre- 
^gar: dicho problema puede tratarse por el método experi- 

mental y por [a experimentación pueden establecerse las 

ecuaciones fundamentales de la Mecánica.> Claro es que una 

Íz estabiecidas estas ecuaciones, ni más n¡ menos que en 
la la Fisica experimental, las Matemáticas se apoderarán 
ellas, por decirlo de este modo, para desarrollarlas, com- 
larlas y hacer su aplicación práctica á la realidad de los 
lómenos. 

Y en contraposición á este método experimental iiubiéra- 
mos continuado diciendo: la Física inatemática puede llegar 
á estas mismas ecuaciones por medio dc ciertas hipótesis.- 
Es evidente, por lo demás, que en este caso no hubiéra- 
mos podido decir: '^estableciendo hipótesis y aplicando los 
principios de la Mecánica - , porque ahora la Mecánica no es 
un medio, sino que es un fin, no viene á explicar probiemas 
de Fisica matemática, sino que ha de explicarse á si misma. 
I que en este último ejemplo debiéramos decir, seria 
la Fisica matemática explica los fundamentos de la 
:ánica por medio de hipótesis, y aplicando á estas hipó- 
s princtpios matemáticos y en todo caso principios de Ci- 
pática. 
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Por eso ilustres autores se han esforzado en eliminar de la 
Mecánica todos los elementos del orden experimenlal, por 
ejemplo, las fuerzas y aun las masas, quedándose con pun- 
tos, moviniientos, velocidades, y en todo caso. como hipóie- 
sis, con ciertos enlaces invisibles é hipotéticos de los sistemas. 

Podemos citar en esle orden de ideas, la Mecánica del 
ilustre Hertz, de la cual trataremos en su dia. porque es 
muy digna de estudio y puede tomar pueslo entre las diver- 
sas ranias de la Física niatcmática. entendidas en el sentido 
que vamos explicando. 

Por hoy tal enipresa es imposible, es excesivamcnte ex- 
tensa, el tiempo nos falta, y además, nos separaría de nues- 
trn objeto principal. 

Nos contentaremos con esiablecer, según antes anunciá- 
banios , las ecuaciones y principios generales de la Mecáni- 
ca, partiendo de la experiencia. 

Es decir, que de las dos partes que antes señalábanios, 
para esie ejemplo sólo nos fijaremos en la primera. 



El primer concepto que encontramos en la Mecánica. el 
primer parámetro. pudiéramos decir. según explicábatnos 
al principio de estas conferencias , es la masa. 

No definimos lo que la masa sea; desde el punto de vista 
en que nos hemos colocado, debemos declarar que Jo igno- 
ramos. • 

No sabemos lo que es la masa en su esencia íntima, 
como no sabemos lo que es el calórico, ni la electrícidad, ni 
el magnetismo, ni la luz, ni la fnerza, ni ninguno de los fe- 
nómenos de la Fisica ó de sus parámetros. 

Todos éstos son fenómenos físicos; es decir, apariencias 
de algo inaccesible á que van unidos en nuestro ser repre- 
sentaciones sensibles ó simbolos racionales. 
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Pasamos respetuosamenle al iado de !o absolulo sin te- 
ner la pretensión, en estas conferencias, de penetrar en él. 

Pero, á lo que aspiramos, como en los demás ejemplos 
hasta aqui tratados, es á medir las masas. 

Mediremos las masas, como hemos medido el calórico, y 
ta temperafura, y la corriente eléctrica, y el magnetismo, sin 
conocer la esencia de todos estos fenoménos. 

Mediremos la masa. por la masa misma, porqiie la medi- 
da es una relación, y las relaciones son Jas únicas que has- 
la cierto punto puede conocer y estudiar la razón humana. 

Nuestra inteligencia liene una propiedad, y si no se quie- 
re decir nuestra inteiigencia, digase nuestra imaginacit^n, pro- 
piedad de importancia suprema, y es la de repetir las co- 
sas, ó la de suponer quc pueden repetirse; mejor aún, la 
de reproducirlas y multiplicarlas en el campo imaginativo, 
comoquiera entenderse, que no hemos de discutir sobre pa- 
labras. 

Si nuestra inteligencia se apodera de un cuerpo, de un 
objeto, de un fenómeno, de un hecho, de una verdad ó de 
un error, de un sueflo ó de un absurdo, que Ilamaremos A, 
esta especie de facultad creadora que en nosotros reside, 
puede repetir A dos veces, y tres veces, y un número inde- 
finido de veces. 

Pues esto se aplica siempre á la medida de los paráme- 
tros físicos, y asi vamos á medir las inasas. 

Tomemos una balanza, que es un aparato perfectamente 
definido, al cuai no atribufmos cualidad ninguna, n¡ decimos 
que es una palanca de brazos iguales. ni la relaCionamos 
con la gravitación: es un objeto determinado, inconfundible 
con ningún otro objeto, y que podremos utilizar una y cien 
veces. 

Pues dos masas, diremos que son iguales, cuando colo- 
cadas cada una en un platillo se verifica este otro /íer/ío;que 
la palanca queda tiorizonlal y el fiel en el cero. 

Cuando este lieclio se verifica, diremos que lasdosmasas 
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son iguales, como decimos que son iguales dos longitudes, 
cuando inateríalmente podemos superponerlas. 

y un cuerpo tendrá doble masa que otro, que hayamos ele- 
gido como unidad, cuando equilibre en la balanza dos de 
esas unidades y asi sucesivamente. 

Pero esta experíencia no tendría sentido ninguno, ni habría 
concordancia en los resultados, si experímentalmente no se 
estableciera esta ley: cuando dos rnasas son iguales á una 
tercera, son iguales entre si. 

En cambio, con la balanza y con esta ley que acabamos 
de citar, se concibe que puedan medirse lodas las masas, 
y que todas puedan rcducirse á números. 

Y en el orden experimental, quedan las masas en la mis- 
mas categoria. que lodos los deniás parámetros de la Fisica 
que puedan someterseá medida. 

Claro es, que también puede definirse la masa por la ace- 
leración que se la comunica, cmpleando el sistema de dos 
masas unídas por un hito flexible, y de este método de de- 
finición ya diremos algo más adelante; pero el sistema esco- 
gido nos parece más directo y más elemental. 



Se dirá que la medida no es rígurosa, que está sujeta á 
errores, que no es lo mismo pesar dos masas en un momen- 
to dado, que pesarías un momento después. ó que pesar- 
las dentro de un año, porque las condiciones del Universo 
pueden haber varíado; influencias inapreciablesen \a. prime- 
rapesada, pueden hacerse sensibles en la segunda: puede 
alegarse esto y mucho más. 

Pero estos son inconvenientes de toda la ciencia experi- 
mental; objeciones tales. 6 no tienen fuerza ninguna anle el 
sentido común. á tienen lanta fuerza, que anulan de una vez 
la cíencia humana entera y reducen la inteligencia del hom- 



Ifjre á la impotencia, á ia inmoviltdad y á la muerte. No exa- 
¡eremos la crítica. 

En efecto, nada es igual á nada, porque nada se repíteen 
F «I Universo con matemática igualdad, ni el hecho experi- 
mental. y si nos apuran, ni la idea matemática tampoco. 

Pero ya lo hemos dicho; busquen filósofos y metafisicos 
lo absoluto, si es que en la época moderna seatreven á bus- 
cario: cstán en su derecho. 

Ejercite el crítico con implacable severidad sus altas facul- 
tades; bien está: debe ofrsele, debeu estudiarse sus argu- 
ipentos; pero si tienden á herir de parálisis Ja razón humana, 
de él y de sus criticas debe precindirse y seguir adelante. 

Es evidente. que toda la ciencia humana no es otra cosa 
que una aproximación más ó menos grosera, más ó menos 
imperfecta de la verdad. 

Quizá dentro de algunos millones de siglos, la ciencia hu- 
mana, si existe. será distinta de la ciencia de hoy, pero aun 
asi consíderamos que una y otra serán térmtnos de una se- 
rie tofal. 

La verdad eferna, la verdad inmutable, la ley que siempre 
es ley, y algunos afirman que no existe, no podemos tener 
la pretensión de conocerla. 



Si se me permite la expresión, diré que la inteligencia hu- 
mana, en cada momento, procede por sfmbolos que forjó 
con el material que le suministraron las sensaciones; pero 
los forjó con sus energias propias. sean éstas las que fue- 
ren: con su imaginación, con su lAgÍca, con sus axiomas, 
con sus postulados, acaso con chispazos repentinos de la 
inspiración. Todo esto existe. todo esto será lo que fuere; 
pero existe, empleando esta palabra existencia, si no se per- 
tnite otro sentido, en el sentido antropológico. 
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Al fin y al cabo sotnos hombres, y bien 6 mal , cotn 
bres tenemos que discurrjr, que de otra manera ni d 
podriamos. 

Si fuésemos una piedra ó un poío magnético, no discurri- 
ríamos antropológicamente, pero discurríríamos como pte- 
dra ó como polo de un imán, si es que discurren. 

Y deciamos, que la inteligencia huniana lo que hacecs 
combiiiar símbolos por sus fuerzas psiquicas. 

Si en la Naturaleza existen los fetn')menos A, B, C, D 

que corresponderán á ciertas realidades desconocidas, nues- 
tra inteligencia, de cada uno de ellos forja y con cada una 
engendra un simbalo, ó una represeniación, ó un fenÓmtno 
suyo. que corresponde con el fenómeno que observó. 

Para el fenómeno A del Cosmos, el slmbolo tntelectual a; 
para el fenómeno B el símbolo b; y asi tendremos dos st- 
ries que se corresponderán término á térmmo: 

En la Naturaleza A. B, C, D 

En el cerebro humano íi. íi, c, J..... 
a no será A; pero de algún modo están enlazados, quizá 
sea uno de esos niisteriosos enlaces de la novisima Mecá- 
nica, y lo mismo podemos repetir para B y b; C y c; y 
para lodos los demás fenómenos y sus slmbolos correspon- 
dientes. 

En la Naturaleza, los fenómenos se entazan y producen 
fenúmenos complejos, por ejemplo, B, C, D engcndrarin 
un fenómeno complejo que representaremos por 

IBCD\. 

Si en la inteligencia humana, segiin las reglas de la I6g\c: 
y las leyes del razonamiento, se enlazan los tres símbolc: 
b, c, d, obtendrenios un nuevo símbolo 

ibcd), 

que podrá ser el simbolo del nuevo fenómeno complejo. 



Estecaso, podremos decir, y algo parecido á esto, pu- 
ka ser et criterio supremo de la ciencia; pudiéramos decir, 
Ktimos. que la combinación lógica de ¡os simbolos cs el 
hbolo de la combinacion reai de los fenómenos. 

(bcd) simbolode [BCD]. 



Y perdonen mis oyentes si con esta digresión me lie se- 
parado del asiinto principal. 

Estas son conferencias, no lecciones, y la conferencia per- 
mite libertades que la lección severa y ordenada no permíte. 

temos tomado como punto de partida la masa y su me- 
t. y para ello su unidad: por ejemplo, iin centimetro 
cúbico de agua, ó si se qiiiere una unidad mayor, un l<iIo- 
gramo, ó sea un decimetro cúbico dc agua pura y á cuatro 
grados; y como patrón constaníe para la comparaciún, una 
masa igual de piatino iridiado. 

La segunda magnitud fisica, ó mejor dicho, el segundo 

parámetro de la Mecánica, es la longitud; por ejemplo, el 

centímetro, 6 si se quiere el metro, unidad tan vulgar, que 

^Ebre ella nada lenemos que advertir. 

^■La igualdad en este caso, como en todos, hace posible la 

^Htdida, y aquí la igualdad se comprueba por la superpOsi- 

ción, ó por procedimientos ópticos de gran delicadeza que 

la substituyen. 

Pero en el fondo, si se acude á la Metafísica, ó si se acu- 
de á la critica, las mismas censuras pueden dirigirse contra 
S tñedidas de las masas, que contra la medida de las longi- 
s y á la inversa. 
aconslancia, ia invariabiiidad, ¿dúnde se encuentra, y 
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sobre todo, cíimo podremos demostrar que existe para cada 
caso determinado? 

Hoy se pesa un cuerpo; se pesa dentro de un año: ¿acaso 
las condiciones del Universo son las mismas? ¿Este segun- 
do experimento es igual al primem? ¿No estaremos hoy á 
millones y millones de kilómetros en el espacio, de donde es- 
tábamos ayer? ¿Y las influencias cósmicas serán las mismas? 

Y lodo esto al pie de la letra puede repetirse para la me- 
dida de longitudes, 

¿Quién nos dice que en el primero y el segundo experi- 
mento, e1 Universo que nos rodea no se ha dilatado 6 se 
ha contraído uniformemente, sin que lengamos térmíno de 
comparación para sospechar siquiera estas contracciones 6 
dilataciones? 

Todo esto es para tenido en cuenta, pero la ciencia no por 
eso ha de renunciar á su labor dificil, de gran ¡ncertidumbre. 
á veces, pero sublime y fecunda en su conjunto. 



Tenemos dos unídades, la masa y la hngitud. 

Nos queda la tercera, el tiempo. 

Es imposible que nosotros abordemos ninguna de las 
grandes cuestiones, que alrededor de este conceplo, base 
eterna de discusión, se agilan. 

Contentémonos con la experiencia vulgar, y djgamos tan 
sólo. que al ordenar el ser humano las sensacioties que re- 
cibe, las ordena. según dos formas elementaies: la forma 
de la coexistencia , que da origen al concepto del espacio, á 
al menos que con él se relaciona; y la forma de la sucesióa^ 
que despierta la idea del tiempo. 

Por eso dicen algunas escuelas filosóficas, que e¡ espacÍQ 
es la forma del coexistir y del permanecer, y que el tiempo 
es la forma dei mudar. 
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Nosotros, por hoy al menos, ni hemos de definir la co- 
extstencia, ni la mudanza. A la experiencia diaria, á la expe- 
riencia universal nos referimos, dejando á los metafísicos, á 
los filósofos y á los critícos, sobre todo á los de Ja escuela 
positivista, la empresa de dÜucidar estas cuestiones. 

Para nosotros, lo que nos importa es !a medUlo del 
tiempo. 

Al tratar de la Fisica experimental , deciamos. que podla 
medirse el calórico, sin saber lo que era el cai6rico, y la 
electricidad , sin saber lo que es la electricidad, sólo por la 
igualdad; lo mismo diremos respecto al tiempo, 6 si se 
quiere, á la duraciún. 

Dos fenómenos coexisten, cambian coexistiendo, del es- 
tado A ,B sn que coexisten pasan al estado A', B' en que 
coexisten también; pues diremos que el tiempo transcurrido 
desde A á A', es igual at tiempo transcurrido desde B á B". 

Es una especie de superposición de fenómenos, como an- 
tes superponíamos longitudes. 

La definición será deficiente, pero no es matería fácil en- 
contrar otra mejor y al abrigo de la crítica. 

Lo que importa es, y esto es lo que da seguridad, toda la 
seguridad posible, á los métodos experimentales, en los que 
constantemente se está empleando este parámetro, tiempo. 
que en su medida, como en la medida de todas las demás 
magnitudes físicas, subsiste esta ley experimental: dos es- 
pacios de liempo, ó, si se quiere, dos duraciones, iguates 
d una tercera, son iguales entre si. 

Si de un depósito de agua han salido diez litros, mientras 
un péndulo determinado ha realizado n oscilaciones; y un 
cuerpo ha perdido medio grado de temperatura, mientras el 
inismo depósito, en igualdad de condíciones, ha dado diez 
litros de agua; repitiendo los experimentos en la posibte 
identidad de condiciones, el cuerpo caliente perderá medio 
grado. mientras el péndulo oscila n veces, 

Ya sabeinos que esta palabra mientras, supone la existen- 




cia del tiempo; pero téngase en cuenta que es imposible ha- 
blar del tiempo, sin emplear palabras que losupongan. 

Entiéndase de todas maneras. que esta palabra que acaba- 
mos de emplear, no significa otra cosa que coexistencia ini- 
cia! y coexistencia final. 



Tenemos, pues, las tres unidades fundamentales de 1a 
Mecánica, y aun de todos los fenómenos de la Física, nos 
atreveriamos á decir: 

La masa, que si el gramo es la unidad, la representaremos 
por g: la longitud, que escogiendo el cenlimetro por unidad, 
la representaremos por c,- y el tiempo, cuya unidad será el se- 
gundo, y lo representaremos por s. 

Y asf diremos en estas hipótesis: el sistema de unidades 
fundamentales, es 

(c-. g, s). 

Pero luego encontramos en la Mecáiiica otras muchas 
unidades de otros muchos parámetros: estas nuevas uaida- 
des serán unidades derivadas. Masa, hngitud y tiempo, 
son, en cierto modo, los parámetros independientes ; ta 
fuerza, el trabajo, la fuerza viva, la encrgia en general, la 
impulsión, los pares de fuerza. todos éstos son paránietros 
derivados, y todos son legítimos, y lodos son útiles pam 
simplificar las cuestiones ó para considerarlas bajo diversos 
aspectos, ó para procurar las grandes unidades de la cien- 
cia: hasta para crear un lenguaje científico. 

Así es que no comprendemos el empeño de algunas es- 
cuelas modernas, al procurar expuJsar de la Mecánica con- 
siderada desde el punto de visla expcrimental, algunos pa- 
rámetros. 

Comprendemos ó comprenderiamos, sin que esto signifi- 
case asenlimientü, que al convertir la Mecánica experimetital 
en Mecánica puramente racionaj, limpiándüla, además, de 
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todo residuo metafísico, se trate, por ejemplo, de supritnir 
el concepto de fuerza, y se niegue la acción á distancia, y 
las íuerzas centrales. 

Lo que no comprendemos, por ejemplo, es que se pros- 
criba la fuerza, para substituirla por la energia ó por algún 
otro concepto más ó menos complejo de la Mecánica. 

Se dice que la fuerza no existe aisiada, que no es más que 
una abstracción. 

Pero yo pregunto, ¿qué concepfo de la Ciencia no es 
realmente una abstracci6n? 

La ciencia humana, en su limitación, no puede abarcar, ni 
la totatidad, ni la unidad de esa totalidad; tiene que hacerel 
estudio por partes, y en cada parte prescinde del resto, y 
esa parte es una verdadera abstracción. 

Toda ciencia parcial es como una sección, un cor/£ de 
prueba dado á través de !a Naturaleza. Y esta imagen ya no 
es nueva. 

No sé por qué la fuerza se ha de considerar como abs- 
tracción y no tia de ser abstracción la energía. 

Es como s¡ se dijera que la Ilnea recta de ia Geometría no 
se encuentra en ninguna parte que es una abstracción del 
geómetra, y que la Geometria no debe fundarse en las 11- 
neas, sino en las superficies. 

Pero las superficies son otra at>stracción del espacio, y no 
son mayores abstracciones que ei espacio mismo. 

A fuerza de abstracciones, que luego se combinan dando 
lugar á conceplos complejos, se han podido constituir todas 
las ciencias modernas y por de contado las antiguas. 

De todas maneras, nosotros no hemos de prescindir de la 
fuerza, ni sus mayores adversarios prescinden tampoco de 
ella, y si se prescindiese habría que borrar de un golpe toda 
la Fisica matemática y de rechazo toda la Fisica experimen- 
lal, empezando por suprimir la Mecánica celeste. 



Bjal, empezando por si 
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Partamos, pues, del concepto de fuerza, biieno 6 malo, 
sólido ó deficiente, real ó metaflsico, sea lo que fuere, y 
procuremos como siempre medirlo. 

Que cualquier concepto de la Ffsica, cualquier creactón 
de nuestra inteligencia, con tal que podamos sujetarlo á me- 
dida y expresarlo por números, será elemento que entrará 
en la Ciencia experimenlal y en 1a Ciencia matemática con 
pleno derecho. 

Diremos. pues, que dos fuerzas son iguales cuando ac- 
tuando sobre dos masas iguales lambién y durante el mtsmo 
tiempo comunican á diclias masas la misma velocidad. 

Agregando, que suponemos, para simplificar, el movi- 
miento rectilineo y las fuerzas aplicadas en la dirección de 
dicha recta. 

Todo esto requiere más amplia explicación, pero es im- 
posible que nos detengamos en pormenores, que det)o su- 
poner conocidos de mis oyentes. 

Fijemos ahora Ja unidad de fuerza. 

Diremos, por definición, que una fuerza vale uno cuando 
aplicada á la masa uno durante un segundo, determina, me- 
jor dicho, acaba por determinar la unidad de velocidad. 

Es decir, que si al terminar el segundo, la fuerza abando- 
naálamasa, ésta seguirá describiendo indefinidamente la 
unidad de espacio en la unidad de tiempo. 

Y aqui acuden multitud de cuestiones, de dudas, de criti- 
cas, que en su día díscutiremos, pero que hoy nos separa- 
rian de nuestro objeto y que harlan interminables estas con- 
ferencias, que no pueden tener por ahora sino un carácter 
elemental. 

Estabiezcamos desde luego la ecuaci6n fundamental dela 
Dinámica, la del movimiento de una masa m, bajo la acción 
de una íuerza X, que es la que hemos empleado en confe- 
rencias anteriores y la que tendremos que seguir empleando. 

Por eso creo conveniente definirla con claridad. 

Sobre una recta ox, camina una masa m (fig. 34). 
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En un momento dado, es decir, en el instante /, tiene una 
velocidad v, que será evidentemente igual al camino infini- 
tamente pequeño dx, que recorre en el tiempo dt, dividido 
por este intervalo. Es decir, que en el tiempo /, su veloci- 
dad es 

dx 

dt ' 
\j3i fuerza X modifica esta velocidad, aumentándola 6 dis- 




minuyéndola, y á este aumento ó á esta disminución en la 
unidad de tiempo es á lo que se Mamaaceleración. 

La variación que experimenta la velocidad durante el 

tiempo diferencial dt será d . —^ y durante la unidad de 



tiempo serfa por lo tanto 



dt 



rfx 
dt 



dt 



d}x 
dt^ 



Y como esta aceleración se le ha comunicado á una masa 
m, la intensidad de la fuerza capaz de producir este efecto 
tendrá que ser m veces mayor que si la masa fuese igual á 
la unidad. 

Todo esto se deduce con evidencia del sistema de medida 



de )as fuerzas que hemos explicado. Si á una masa /n le co- 
munica una' fuerza en la unidad de tiempo, la velocidad que 

ahora llamamos aceleración — — , es claro que el vaJor, la 

dt' 
medida de dictia fuerza, habrá de ser 



£//-• 



Todo esto que parece tan claro, aitn está siijeto á critica. 
y sin notarlo hemos pasado, y pasan muchos autores, por 
uno de los problemas más hondos de la Mecánica. 

Hemos dicho que el móvil tem'a la velocidad v = , y 

que la fuerza le comunicaba un aumento de velocidad. 

Pero hemos supuesto implicilamente, que el aumento de 
velocidad es el mismo que si la masa estuviera inmóvil; en 
suma, que la acelaración es la misma cuando la masa ttene 
la velocidad v, que si estuviera en reposo, 

Se admíte la hipótesis de que 1a fuerza ejerce toda su 
acci6n con independencia del movimiento anterior de la 
masa m; pero esto no es evidente, la lógica debe suponer, 
no ya que 

aceleración = f{X), 



smo que 



aceleración =/(X,v). 



Mas aún, la aceleración en ofra Mecúnica, pudiera ser 
función de todas las velocidades anteriores; aunque también 
pudieran reducirse á la última v, que cündensa toda la his- 
toria del movimiento hasta ei momento presente, Pero pase- 
mos adelante. 
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Las acciones de la fuerza se van en cierto modo superpo- 
niendo en toda su integridad. 

Pcro esta, como hemos dictio, es una liipótesis, ó es un 
resultado de la experiencia, porque es claro que se pueden 
realizar, y se realtzan, experiencias para comprobar esta 
hipótesis. 

De todas maneras, no insistiremos sobre tales problemas, 
que no son para tratados de pasada, y plantearemos desde 
luego la ecuación del movimiento. 

La fuerza que actúa, hemos diclio que en cada insfaníe 6 
en cada punto det espacio tiene el valor X, de suerle que X 
será una función en general de las coordenadas del mrtvil y 
aun del tiempo, y aun pueden presentarse casos más com- 
plicados. 

Pero este valor numérico de X, que es un dato, lo hemos 

expresado también por sus efecios, es decir, por la acelera- 

ción que suponemos que ha comunicado á la masa, luego 

pcdremos escribir 

iPx „ 
m ^ X. 



que será la ecuación del movimiento de la masa sobre la 

recta ox; de suerte que en cada momento debe verificarse 

3l ecuación, que define el valor de x en función del tiem- 

0. Integrándola para cada caso, y deterniinando las dos 

onstanfes por la posición y por ia velocidad iniciales, ha- 

bremos resueito el problema: x será una función de /, y en 

cada insfante sabremos dónde está el móvil. 



Si trazamos una recta cualquiera, o' x', y proyectamos so- 
bre esta recta las diferentes posiciones de la masa m y I05 
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diferentes valores de la fuerza X, obtendremos lo que se 
Uama el movimiento proyectado sobre el eje ox'. 

Llamemos a el ángulo de ambas rectas» y multípliquemos 
la ecuación anteríor por cos a, tendremos: 



ó bien 



d}x 
cosa . m = Xcosa, 

dt 



rf* . XCOSa ^ 

m = A COSa, 



dt^ 



Pero X cos a = x' y AT cos a = X\ luego 



m -^ = X\ 
dt^ 



que es la ecuación del movimiento de una masa m sobre la 
línea o'x! y bajo la acción de una fuerza X\ que es, á su 
vez, la proyección de X; luego podremos decir, en forma 





M^ 



y 



iU 



Plgara 35. 



abreviada, que la proyección del movimiento de un móv^ — '^ 
es el movimiento de la proyección. 
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Y ahora generalicemos y caminetnos con más rapidez, 
porque todos estos no son más que recuerdos de materias 
que mis oyentes conocen de antemano. 

Supongamos que un móvii m, figura 35, bajo la acción 
de fuerzas cuya resultante representaremos por F. describe 
una trayecloria AB en el espacio. Admitiremos, sin entrar en 
nuevas explicaciones, que si en cualquier instante se pro- 
yecta el punto A del móvil sobre los tres ejes en A^, Ay, Ai, 
y se proyecta también 'sobre estos ejes la fuerza F cuyas 
componentes llamaremos X, Y, Z, el movimiento de la pro- - 
yección sobre cada eje será la proyección del movimiento, 
de donde se deducen las tres ecuaciones 

^■^^^5 determinarán x, y, z en función del tiempa, 
irdenadas iniciales Xq, yp, z„ y de las componentes 
de ía velocidad inicial v¡, Vy, v¡, es decir 



d-x 
dV- 

dP 
d^-z 

dr- 



= X, 



- Y, 



- 2, 



I 






Bstas ecuaciones determinan las tres coordenadas del m6- 
vit en cualquier instante, y eliminando / enlre cada dos, dan 
las proyecciones de ia trayecloria sobre los tres planos co- 
ordenados. 

Tales son las ecuaciones generales del movimiento de un 




punto material, pero de ellas se deducen también las ecua- 
cionesdel equilibrio, porque, si et puntoestá mmdvW, x, y, z 
serán constantes, y los tres coeficientes diferenciales relati- 
vos á t serán nulos. luego las condiciones de equilibrio son 
para un punto cualquiera: X = 0, Y^O, Z=0. 



S¡ consideramos ahora un sistema de puntos y buscamos 
las condiciones de equilibrio y las ecuaciones del raovimien- 
to, deberemos distinguir dos casos. 

1." Que los puntos estén completamenfe libres, es decir, 
sin ninguna clase de enlace; sujetos iinicamente á las fuer- 
zas que sobre cada uno de ellos actúen, ya sean fuerzas ex- 
teriores al sistema, ya acciones mutuas enfre los mismos 
puntos, que constituyen diclio sistema. 

Este caso es sumamente sencillo, lo mismo para el pro- 
blema estático que para el problema dinámico; no hay más 
que repetir para cada punto lo que anfes explicábamos, y 
asi, cada punto del sistema tendrá tres ecuaciones que de- 
terminarán su movimiento. Sólo hay que advertir que, en 
general, las X, Y, Z, contendrá, cada una de ellas, ó podrá 
contener, las coordenadas de muchos puntos del sistema, y 
aun de todos; será una complicación para el problema ana- 
li'tico, mas no lo es para el planteamiento del problema 
mecánico. 

Asimismo, sí se tmta del equilibrio, cada punto exigirá 
tres condiciones análpgas á las que antes estabiecíamos. 

2." Y este caso es ya más compjicado: Cuando entre los 
diferentes puntos existen enlaces. 

Estos enlaces pueden ser de muchas clases; cifemos al- 
gunos s6lo como ejemplo. 

Uno 6 varios puntos de! sistema deberán estar consfante- 
mente sobre una supcrficie, ó sobre una curva, y entonces 
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las coordenadas del movlmiento de dichas masas deberán 
satisfacer á las ecuaciones de ias superficies ó de las curvas. 

Podrá suceder que la distancia entre dos puntos móviles 
haya de quedar invariable y ésta será una ecuación de con- 
dición. 

Y así pudiéramos multipücar los ejemplos, advirtiendo 
que en los que hemos citado, los enlaces se expresan por 
ecuaciones, pero también podrían expresarse por desigual- 
dades, circunstancia que complicaria el problema. 

De todas maneras, en la conferencia próxima establece- 
remos el principio de las velocidades virtuales que es fun- 
damental en Mecánica y á que tendremos que acudir mu- 
chas veces al estudiar los diferentes problemas que com- 
prende la Ffsica matemática. 




Coníerenoia déoln 



SeRORES : 

Nos ocupamos en la conferencia anterior en recordar las 
l nociones más elenientales de la Mecánica, para renovar las 
t ideas de mis oyentes sobre esfa ciencia importanfísima, á 
que la Físíca matemática tiene que acudir de continuo, á 
fin de realizar, lo que ha sido constante aspiración en casi 
todo el último siglo: reducir los problemas ¿e Física á pro- 
, blemas de Mecánica. 

Sin hipótesis de ningún género, acudiendo sólo al mótodo 
I experimental, cstablecimos las tres unidades fundamenlales 
I .de dicha ciencia, la masa, la longitud y el tiempo. 

Masa, longitud y tiempo son, en rígor, los tres paráme- 
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tros independientes de la Mecánica, y aun me atrevería á 
decir de ia Fisica. 

Todos los demás parámetros, la fuerza inclusive, son de- 
pendientes de los tres primeros, y á ellos pueden reducirse; 
en cambio, parece que esfos tres son irreducibles entre si. 
Por muchas longitudes que se acumuien, nunca resulta una 
masa; por muchos tiempos que se sumen, tampoco resulta el 
parámetro longitud, aunque, á decir lo cíerto, las veloctda- 
des pueden substituir en sus efectos dínámicos á las masas, 
pues, como decía Hegel: '^la bala mata, no por la masa, 
sino por la velocidad ;>■ y dos fuerzas vivas pueden scr igua- 
les, si la pequeñez de una de las masas está compensada 
por la magnitud del cuadrado de la velocidad en la otra. 

Pero sea de ello lo que fuere, y prescindiendo de profun- 
djdades 6 de abismos metafisicos, nosotros fíjamos para la 
Mecánica estos tres parámetros, cuyas unidades pudieran 
ser cenümctro, gramo y segundo de tiempo. 

Después, en función de estas unidades, expresamos la 
fuerza como parámetro importantisimo de la Mecánica, pero 
dependiente de los tres fundamentales. Aunque sobre esto 
habria mucho que decir, y otra vez procuraremos decirlo. 

De este modo, pudimos escribir la ecuación del movi- 
miento de una masa m sobre una recta bajo la acción de 
una fuerza X. 

Y esta ecuación 

m^ = X 
dP 

en forraa diferencial, nos enlazaba x, ó sea el espacio reco- 
rrido con la variable independiente / y con los datos del pro- 
blema m y X. 

Demostrando una proposición, que en forma abreviada 
decia de este modo: "la proyección del movimiento es el 
movimiento de la proyecci6n ■- , determinábamos las tres 
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ecuaciones del moviniiento de un punto material en el espa- 
cto, que eran análogas á la anterior, aunque refiriéndose 
cada una de ellas á distinto eje coordenado. 

Y repitiendo, por úHimo, esto mismo para todos los pun- 
tos del sistema, tendremos, si el sistema comprende n pun- 
tos, que supondremos libres, un número de 3 /í ecuaciones 
para determinar en función del tiempo y de los datos las 3n 
coordenadas x, y, z 

Pasábamos después del problema de Dinámica al problema 
de Estática, suponiendo todos los puntos inmóviles y, por lo 
tanto, todas sus coordenadas constantes, con lo cual desapa- 
recían los coeficientes diferenciales y no quedaban más que 
las componentes de las fuerzas igualadas á cero. 

Como no explicamos un curso de Mecánica, ni hacemos 
más que recordar nociones, que mis oyentes conocen, aqui 
deberíamos detenemos; pero nos queda un caso más impor- 
tante. tanto para el problema estático, como para el proble- 
ma dinámico; á saber, el caso en que existan enlaces entre 
los diferentes puntos del sistema, y sobre esto al terminarla 
conferencia, liacíamos ya algunas indicaciones, que todavia 
repetiremos. 

Vamos á tratar, pues , de este caso difícil y especialisimo: 
otros dirían que es el caso general, mas, por ahora, no lo 
discutimos. 

Los eniaces pueden ser de muchas clases, y no tengo la 
pretensión de enumerarlos todos, me bastará citar ejemplos. 

Puede exigirse que algunos puntos del sistema queden 
constantemente sobre superficies determinadas ó sobre cur- 
vas; ó que ciertas distancias sean invariables, 6 que otras de- 
pendan del tiempo, como barras que se dilatan ó se contraen. 

Habrá, por último, enlaces que se llaman bUaierales, y 
otros que se llaman unilaterales; pero en todos estos porme- 
nores no podemos entrar. 



^_ iiuica iiu {fuutiiiua t 



Hubo un momento en la Historia de la Ciencia en que se 
creyó por espfritus entusiastas, que todos los problemas del 
equilibrio y del movimiento estaban comprendidos en el 
príncipio de las velocidades virtuales. 

Todos, no lo están ciertamente; pero esto no impide que 
estén mucliisímos comprendidos en él, f> de una manera rí- 
gurosa 6 con suficiente aproximación, lo cual da un alto 
valor cientifico al principio expresado. 

Es un principio de extraordinaría generalidad, pero que 
tiene sus defíciencias, mejor dijéramos, sus limitacioties. 

No puede aplicarse á íos sistemas en que hay rozamiento 
ó adherencia ó viscosidad, lo cual modifrca el campo de su 
aplicación, ya que no 1a haga inútil para 1a práctica, como 
algunos suponen , sin fundamento sólido; porque después de 
todo e1 principio de tas velocidades virtuales es importantl- 
simo en la Mecánica aplicada. 

Supone también que los enlaces están expresados por 
ecuaciones y no por dcsigualdades . que en este último caso 
liay que modificar el principio y pierde muchas de sus ven- 
tajas. 

Y en fin, para terminar de una vez, hay casos á que no 
puede aplicarse directamente csfc principio de las velocida- 
des virtuales, por ejemplo, cuando hay movimientos de ro- 
dadura como en las bicicletas. So- 
bre este punto pueden consultarse 
las memorias de Mr. Carvallo, 
Mr. Hadamard y otros. 

Lo cierto es que al aplicar el 
principio de las vetocidades vir- 
tuales, lo primero es ver si puede 
aplicarse. 

Por último. las demostraciones 
de este gran principio. 6 se limifan á úna serie de casos par- 
ticulares, ó si pretenden ser generales, quedan sujetas á ob- 
jeciones de bastante fuerza. 




Antes de explicar este principio, mejor d¡)éramos, de recor- 
darlo, conviene reproducir algunas definiciones de Mecánica. 

Supongamos (fig. 36) que un punto material A. recorre 
una curva MN y que sobre ese puntn actúa una fuerza F, 
que podrá ser la misma que determine el movimiento, ó po- 
drá ser una componente de ésta; dictia circunstancia no nos 
inferesa por el pronto: es una fuerza que acompaña al punto. 

El hecho en que nos fijamos es este: el punto A recorre el 
camino infinitamente pequeno AB y tn ese camino le acom- 
paña la fuerza F, y podemos suponer que no cambia ni de 
intensidad ni de dirección. 

Pues bien. se llama •< trabajo elemental de la fuerza F, al 
producto de dicha fuerza por la proyección sobre ella del ca- 
raino recorridO'. Si proyectamos, pues,fí sobreFen/y ha- 
cemos Af=f, tendremos, 

Trabajo elemental de F = F . f. 

Llamando dTá este trabajo, ds á AB y 
resultará, 

(/T = F .ds . cos*. 



al ángulo BAf, 



Claro es que como también podemos escribir 

dT = ds . Fcosa, 

podremos definir este trabajo elemental diciendo, «que es el 
producto del camino recorrido por !a proyección de la fuerza 
sobre él-. 

Por lo demás, dT seiÁ posilivo ó negativo, según sea el 
ángulo / agudo ú obtuso dadas las direcciones de AB y dF; 
6 dicho de otro modo, trabajo motor 6 trabaj'o resistente. 

Si para cada punto de la curva MN determinamos este 
trabajo elemental é integramos entre M y N, tendremos: 

F.f= I Fcosa.. ds. 



^L Trabajo sol 



Esle concepto del trabajo de una fuerza 6 de varJas fuer- 
zas es fundamental; mas, por el momento, no tenemos que 
hacer otra cosa que recordar un leorema, que es el si- 
guiente: 

El trabajo de una resultante F, es la suma de los trabajos 
de SUS tres componentes rectangulares, X, Y, Z. 

En efecto: si llamamos (fig. 37) / al camino infinitamente 
pequeño descrito por A. y /,, /,, I, las tres proyecciones 
sobre los tres ejes de este camino, se sabe por un teorema 
de Geometrla analítica que el cos. del ángulo a que forman 
las rectas l y F es igual á la suma de los productos de los 
cosenos de los ángulos que forman con los ejes. Por lo 
tanlo, 

F i F i F r 

de donde 

F.l.cosa^ Xl^+ yiy-\-Zh. 



Pero el primer miembro 
es evidentemente el traba- 
jo elemental de F, y cada 
término del segundo 
miembro es el trabajo de 
cada componente. Por 
ejemplo, XU es el produc- 
to de la fuerza X, proyec- 
ción de F sobre el eje de 
las X por el camino l^, que 
recorre sobre este eje la 
proyección del punto A. 

Con lo cual el teorema 
Fiflurn 37. queda demostrado. 

Recordemos de paso 
que al tratar en otra conferencia de lo aventurado que era d 
substituir en los cálculos á una Unea un contorno, que tien- 
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da á confundirse con dicha linea, decíanios que tratándose 
de áreas finitas podia aceptarse dicha substitución, pero 
no siempre tratándose de longitudes; y citábamos con este 
motivo los flujos de fuerza y los momentos eleclromagné- 
ticos. Respecto á estos últimos, !a substitución no es evi- 
dentc; pero puede demostrarse, y debe demostrarse, preci- 
samente por consideraciones análogas á las de los trabajos 
de las fuerzas. Al decir que el trabajo de !a resuüante es 
igual ú la siima de ¡os Irabajos de las componentes, bace- 
mos dicha substitución para los caminos y para las fuerzas, 
pero es demostrando la exactitud del teorema. 



Sólo nos queda un nuevo concepto que explicar, que en 
rigor se reflere al anterior y es el del trabajo virtual. 

Sea A (fig. 38) un punto de un sistema, ^ 

y supongamos que sobre ese punto actúa 
una fuerza F. ..• "í 

Admitamos que al punto A se le obliga A 
á recorrer una longitud infinitamente pe- piDunSB. 
queña, AB = I, en cualquier sentido. 

No es ya como en la figura 36 un elemento de la trayec- 
toria que recorre el punto, por eso ponemos una figura apar- 
te: es un camino completamente arbitrario en longitud y en 
dirección, es una especie de Ifnea auxiliar para un razona- 
miento que tenemos que hacer. 

Por todas estas razones se le llama desplazamiento vir- 
tual (y perdónesenos la palabra desplazamiento , pero no 
hay otra). Antes se le llamaba velocidad virtual; mas era in- 
troducir el tiempo de una manera innecesaria, y aun es pre- 
ferible para mayor sencillez que el camino sea infinitamente 
pequeño. 

Respecto á este camtno, la fuerza F, al acompañar al 



móvil en su marcha, desarrollará un trabajo elemental 
Ff=F¡cosa, al cual por la naturaleza del camino / le da- 
remos el nombre de trabajo virtual. 



Con estos antecedentes podemos ya enunciar el principio 
de las velocidades virluales respecto al equilibrio de cual- 
quier sistema. 

El enunciado del teorema es el síguíente: 

Supongamos {fig. 39) un sistema de puntos. ya libres, ya 
. á enlaces, ex- 




presados éstos por 
igualdades y sin roza- 
mienlos, ni rodaduras; 
si aplicamos á estos di- 
ferentes puntos despla- 
zamienlús infinitamente 
pequeños arbitrarios, 
pero compatibles con 
diclios enlaces, podFe- 
/ mos establecer estas 

y dos proposiciones: 

Figara 3». ' -'' Cuando el siste- 

ma está en equilibrio, 
la suma de todos los trabajos virtuales será igual á cero, 
sean cuales fueren dichos desplazamientos. 

2.' Reciprocamenfe, cuando para todos los desplaza- 
mientos la suma de los trabajos virtuales es nula, el siste- 
ma está en equilibrio. 
De suerte, que s¡ el sistema está en equilibrio 

^F/=0, 
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extendiéndose la suma á lodos los puntos y para todos ios 

flores de /..... 
y, reciprocamente , si 
^Ff - 



í:(XSx+ Yay + Zlz)^Q. 



en iguales condiciones, el sislema está en equilibrio. 

Pero antes de pasar á la demostración, debetnos hacer 
algunas aclaraciones: 

1." En virtud del teorema que henios demostrado res- 
pecto al Irabajo de las fuerzas, claro es. que la ecuación de 
los trabajos virtuales que, como hemos dicho, comimmcnte 
se llama de las velocidades virtuales, puede escribirse bajo 
otra forma, poniendo en vez de las fuerzas /-" y de los des- 
plazamientos /, las componentes de aquéllas y de éstos. 

De suerte, que puede escribirse en vez de -Ff ^ 0, esta 
otra ecuación : 

ILas componentes de/ se designan por la letra griega 5 
leita), en vez de la d latina, para no confundir dichos ca- 
Inos, infinitamente pequeños; virtuales, no reales; posi- 
bles, no efectivos; con las diferenciales ordinarias, que son 
reales y efectivas en el movimiento del sistema. 

IL 2." Como se trata de una suma de términos infinitamen- 
li pequeños. al decir que la suma es cero, se quiere signifi- 
■ir que es un infinitamente pequeño de orden superior res- 
lecto á los desplazamientos mismos. de modo que, para 
nr rigor al teorema, algunas veces será preciso dividir 
toda la ecuación por un desplazamiento, que tomaremos por 
unidad de infinitamente pequeños. 
Aclaremos esto con un ejemplo. 
; Sea (fig. 40) el caso de una recta rígida AB que constitu- 
1 el enlace entre los dos puntós materiales A,B. Aplicando 



á los extremos de esta recta dos fuerzas iguales y contrarías 
F, el sistema estará en equilibrío, y sin embargo, parece que 
en este caso, no se realiza el principio de las velocidades 
vlrtuales; porque, hagamos girar á la barra alrededor del 

a' 



puiito B un ángulo infinitamente pequeño, es como si al 
punto A le hubiéramos comunicado el desplazamienlo AA'. 
El trabajo virtual en el punto B es cero porque queda in- 
móvil. El irabajo virtual para el punto A será 

-F.Aa, 

que no es igual á cero. 

Pero dividiendo por AA' podremos escríbir rigurosamente 



AA' 

porque el numerador es infinitamente respeclo al denomi- 
nador y la relación tiende hacia cero cuando tlende hacia 
cero .4.4'. 

Podríamos presentar muchos ejemplos análogos, y aun 
este mismo de la barra rígida para otros desplazamientos 
virtuales. 

3.° Hemos dicho qiie los enlaces deben estar expresados 
por igualdades, y aiin más, que deben ser bilaterales. 

Aclaremos estos punlos. 

Supongamos que el enlace entre dos puntos A.B {fig. 41) 
sea un hilo flexible, pere inextensible, y por de contado sin 



isa, como se supone para los enlaces en casi todos estos 

sos. 

Dos fuerzas igiiales y contrarias F estarán en equülbrio 
actuando sobre el hilo en direcciones opuestas, y sln embar- 
go, el principlo de las velocidades virtuales. no se verifica 
para todos los desplazainientos. 



h 



Flgurn 41. 



En efecto. supongamos que A viene á ,4'. B á B'; de modo 
que Aa sea muclio mayor que Bb: el hilo tomará la forma 
Wbitrariayí'CB'. 
DLa suma de los trabajos virtuales ha de ser en este caso 

- F . Aa -\- F . Bb ^ - FiAa — Bb), 



pe no puede ser igual á cero, puesto que Aa es mayor 

eBb. 
' Y aun podriamos exagerar el caso, haciendo que lospun- 
"íos ab cayeran entre A y B. 

Y es que en el ejemplo que acabamos de presentar, los 
enlaces están expresados. no por una igualdad, sino por una 

rsigualdad; llamando ¿ á la longilud del hilo, por la des- 
laldad 
Distancia entre A y B < L. 
Una cosa análoga pudiéramos decir respecto á otros enla- 
ces unilaterales. 
Por ejemplo, cuando un punto ha de quedar sobre una su- 
irficie. Si esta condición es absoluta . si sea cual fuere la 
irección y el sentido de la fuerza. que actúa sobre e! punto, 
ambos lados, por decirlo asi, hacia adenlro y hacia afue^ 



ra, resiste la superficie, el enlace será bilateral, estará ex- 
presado por una ecuación 

la de la superficie, y el principio de las velocidades virtuales 
será aplicable. 

Pero, si la superficie no resiste de los dos lados, la rela- 
ción es imilateral. y no es aplicable el principio de las velo- 
cidades virluales, tal como lo liemos formulado sin las acla- 
raciones y modificaciones consiguientes. 

Así, un cuerpo sobre una mesa, permanece sobre ella, si 
contra ella se le oprime ó le oprime la gravedad; pero se se- 
para, si se le levanta de la misma. Este enlace es unilaterai. 

4." Habrá que distinguir aún el caso en que el núniero 
de puntos es infinito, precisamente para tener en cuenta la 
primera observaciún que tiaciamos respecto á la división por 
un infinitamente pequeilo, escogido por unidad; pero es ím- 
posible que nos detengamos en estos pormenores. 

El principio de las velocidades virluales, es de una gran 
generalidad, es. si se nos permite la frase, de una elegancia 
suprema: sencillo, comprensivo y fecundo; pero es preciso 
en cada ejemplo aplicarlo con discernimiento para no caer en 
alguno de los casos de excepci6n que hemos señalado 6 en 
otros no previstos. 



Pasemos ya á la demostración. 

Y distinguiremos dos casos: 

1." Cuando se trate de puntos completamente libres, su- 
jetos tan sólo á fuerzas exteriores, ó á fuerzas interiores, es 
decir, á acciones mutuas entre los diferentes puntos. 

En este caso el principio es evidente. 

No deja de ser cierto, decimos, aun adquiere mayor cx- 



I 



- 261 - 

L tensión. porque se aplica á dcsplazaniieníos finitos, pero es 
completamente inútil. 
En efecto, la ecuación dc las velocidades virtuales, 

i:(A'S.t -j- Yoy + Zlz) = 
desarrollándola para los diferentes puntos, será 

Xlx+ YZy + Ziz + X,(.x,+ Y,^y, + Z,or, + -0. 



Pero si el sistema está en equilibrio. como las condiciones 
de equilibrio son 



^O, K=0, Z = 



Xi = 



Y, =0, Z, = 



^O.. 



todos los términos de la ecuación precedente se reducen á 
cero, sean cuales fueren los valores de los despiazamientos, 
y aun cuando fueran finitos. 

Recíprocamente, si la ecuación queda satisfeclia para to- 
dos los valores de ox,, Sy,, 02,, Sx, ...... haciendo todos me- 

nos uno, por ejemplo, ix, iguales á cero, la ecuación se re- 
ducírá á 

XZx = 0, 

que siendo el desplazamiento virtual S.x arbitrario, nopuede 
verificarse á menos que no se tenga 



X- 



Y lo mismo podriamos demostrar para todas las otras com- 
ponentes; iuego el sistema está en equilibrio. 

Vemos, pues, que el principio de las velocidades virtua- 
les en este caso, es evjdente. 

2.° Supongamos que exísten eniaces entre los puntos del 
sislema, y para fijar las ideas y simplificar los cálculos, su- 
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pondremos (fig. 42) que los enlaces esián expresados por 
dos ecuaciones entre ias coordenadas de ios puntos, y que 
éstos son en número de cuairo. 




Flgura 42. 



Representemos las coordenadas por Xi, y i, Zi para el pri- 
mer punto A^; 

pof Xj, y.2y Z.2 para el segundo punto A.,; 
por X.5, y-¿, z.¿ para el tercer punto ^4^; 
y en fin, por x^, y^, z^ para el punto ^4^. 

Las ecuaciones de enlace serán, pues, 

I-iiXuyifZi,x.,y.2,z. ) = 0, 

^2 (^i, yif Zu X2, y:, Z.2 ) = 0; 



óabreviadamente. 



ij = 0, L. 



En los piintos actuarán, ya ftierzas externas F^, ya 

.. i^— ^^yg igg componentes de di- 



fuerzas internas, y representare.i.. 
ctias fuerzas para cada punto por 

X,. Y^.Zy para el punto A^, 

Xi, Y^,Z.¡ para el punlo A^, 

^t, Y.i,Z-¿ para el punto í4.,, 

Xi, Y^.Zi para el punto A,. 

Tenemos que demoslrar que para los desplazamientos vir- 
tuales, la suma de los trabajos es nula. es dectr, según an- 
tes explicábamos, 

^(Xr^x, + Y,iy, + Z,S?,) = 0, 

extendiéndose la suma á ios cuatro grupos del sistema, de 
suerte que habrá cuatro trinomios como el que acabamos de 
escribir con los subfndices 1, 2, 3, 4, y estarán sumados to- 
dos ellos. 

De las diferentes demostraciones que se han dado del 
principio de las velocidades virtualcs, escogeremos como 
ejemplo una, debida al insigne Poinsot. que, á decir verdad, 
tiene muchosaños de fecha, pero que, aunque está sujeta á 
algunas objeciones, es sumamente ingeníosa y de extraordi- 
naria elegancia: seguiremos en ella 1a marcha de Mr. Lau- 
rent. 



Supongamos que se tiene un punto A y que se refiere 
I por medio de sus distancías á un número cualquiera de pun- 
Itos que, para fijar las ideas, será igual á 4. 
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Sean éslos P. Q. R. S. 

Las distancias del punto A, que es por hjpótesis varia- 
blc, á los cuatro puntos fijos las designaremos por p. q, r, s. 

Admitamos, por últiiro, que una ecuación cualquiera , /, 
cnlaza las cualro distancias. 

Es evidente que dicha ecuación 

/(A9,r,s)--0. 



representa una superficie cuando el punto A varía; 6, de 
otro modo, dicho punto describe una superficie cuando va- 
rian las dístancías p, q, r, s satisfaciendo á la ecuación /^O. 

Esto se ve ctaramenle, expresando las cuatro dístancias 
por las coordenadas de los cinco puntos. 

Designando, en efecto, por jc, y, z las coordenadas de A\ 
poroi, by,Cy, las de p; y asi sucesivamente, claro es que la 
ecuación podrá expresarse de este modo 



/(P, 9, r.s) =/ [V(x - a^r + (y - 6.V + (^ - Ci)^ 
V(x-fl,)^+(>'-^V + {z-c,)^ 1=0; 



y como no quedan más que tres variables x, y, z, y la ecua- 
ción es única, no cabe duda que representará una supetttcíe 

F{x.y,z) -0. 

Y ahora deberemos establecer el siguiente kma: 
Si de la función /= sc toman las cuatro derivadas par- 
ciales con respecto áp, q. r, s, á saber; 

-^, _^. JL, AL^ 

áp dq dr ds 



y se llevan sobre las prolongaciones de las rectas AP. A Q, 
AR. AS, si son positivas dichas derivadas, 6 en sentido 



- 265 -- 

contrario, s¡ son negativas, y si considerando á dichas lon- 
gitudes como fuerzas, se halla la resultante de todas ellas, 
ésta resultante será normal á la superficie F que describe ei 
punto. 

Es evidente que en vez de tomar dichas derivadas, hubié- 
ramos podido tomar cantidades proporcionaies, porque 1a 
dirección de la normal siempre hubiera sido la misma. 

Si consideramos á / como lo que es, como una funciÓn 
de X, y, z. se sabe por Geometria analitica, que la normal á 
asuperficie, que dicha ecuación representa, forma con los 
B coordenados x, y, z, ángulos cuyos cosenos son: 

iL 

áx 






e suerte que, tomando sobre 1a normal una longítud cual- 
[Uiera, sus componentes serán proporcionales á 

df df df ^ 
dx' dy' dz' 



isi 1a longitud fuese 



-vm 



-m'Hi^)' 



Kdy , 



entonces dichas tres componentes serían las mismas de- 
rivadas. 

Pero/ = es íunciún de p, q, r, s. y éstas, como antes 
vimos, son funciones de x, y, z, de suerte que. por la dife- 
renciación de funciones compitestas. podremos determinar 
las derivadas con reiación á x, y, z, en función de las derí' 
vadas con relación á p, q, r, s, de este modo: 



AL 

dx 

df df dp 



df dp ^ df dq ^ df dr ^ 
dp dx dq dx dr dx 



df ds 
ds dx 



df dq df dr df ds 

dy dp dy ' dq dy dr dy ds áy 

J¡f_ ^ dí_ _dp_ , J^f dq df dr df ds 

dz dp dz dq dz dr dz ds dz 



Pero los segundos factores tienen nna signifícación geo- 
métrica muy sencilla. 

Fijémonos en ]a primera ecuación : lo iiue de ella digamos, 
repetiriamos para las otras dos. 
dp_ 



dx 



poniendo por p su valor 



V'(x-a,)M-(>-6,)= + (i'-c,)'. 
se convierte en 



d¿ ^ ¿ V/(tc - o,)' + (y 6,)' + (2 - c,)' _ 
dx dx 

X — fli X — 0, 



\/(X -<!,)■+()• -»,)■ + (?<-,)■ 



- no es otra cosa que el cos. dei ángulo t 



forma p con el eje de las x. 
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rDel mismo modo veríamos que 



- gg dr 

q ' dx 



X — Oa rfs _ a:— o, 
r ' dx s 



jresentan los cosenos de los ángulos que las rectas q, r, s 
Ibrman con el eje de las x. 

En suma, la primera de las tres ecuaciones anteriores po- 
drá escribirse de este modo: 

— ^ - — ^ cos{p,Jc) + — ^ cos(í,x) + 
dx dp dq 

-\- — — cos (r^x) -\- —^ cos(s,x). 
dr ds 



i E1 primer miembro es la componente sobre el eje de las x 
i normal, 6 mejor dicho, de la longitud n que hemos 
levado sobre la normal á ta superficie f = 6 F = 0. 
\ El segundo míembro es 1a suma de las componentes sobre 
I eje de las x, precisamente de las derivadas 



1/ 
«p' 



df 
(ll' 



df df 
dr' ds' 






la ecuación nos dice que esta suma de componentes es 

á la componente de la normal. 

Y como interpretaciones análogas pueden hacerse de las 

otras dos ecuaciones, resulta probadoel Lema, esdecir, que 

componiendo dichas derivadas como fuerzas, ó con más 

^exactitud las reclas que las representan. la resultante tiene 

mismas componentes que 1a normal n, y, por lo tanto, 

incide con ella. 

El Lema anterior se aplica á cualquier número de puntos; 
en nuestra demostración io aplicaremos, primero para tres 
íuntos, y luego para cuatro. 




Y pasemos ya á ta demostración del principio de tas velo- 
cidades virtuales. 



Los cuatro puntos, que suponemos que constituyen el si&- 
tenia, ,4,, A,,A3,At eslarán referidos. como dijimos. á tres 
planos coordenados rectangulares; mas para el curso de la 
demostración. conviene referirlos transitoriamcnte á tres 
puntos fÍjosP, Q.R. 

Cada punto, como indicábamos antes, estará definido por 
sus tres distancias á dichos Ires puntos fijos, y las ecuacio- 
nes de enlace supondremos que están expresadas en función 
de díchas distancias p, q, r; p,, q,, r, 

Si estuvieran expresadas en función de x, y, z, por un 
cambio de coordenadas, se expresarian en función de p, q, r. 

Y es más, esle cambio de coordenadas puede ser muy 
sencilto, al menos de un modo aproximado, si se eligen ios 
tres puntos P, Q, R sobre los ejes de x,y, z, y Á una gran 
distancia del origen. 

Supongamos que se fijan fodos los puntos del sistema me- 
nos el punto A, y veamos á quí se reducen las condiciones 
de equilibrio de este punto. 

Fijémonos en la ecuación de enlace L, -^ 0. 

En esta ecuación no quedarán más que tres variables, que 
serán las tres dislancias del punto A¡ á los puntos fijos de 
referencia P, Q, R: todas las demás distancias serán cons- 
tantes de la ecuación, y no tendremos necesidad de expre- 
sarlas: escribiremos, pues, de esta manera, ia ecuación de 
enlace : 

^> (P- 9, <■) = 0. 



Decir que el punto A^ ha de satisfacer á esta ecuactón; 6 
de otro modo, que p, q. r, han de salisfacer á esta ecuación, 
equtvate á exjgir que el punto A, quede sobre la superficie 
tj = 0. 



-269 - 

En suma, podemos prescindir de este enlace y substitiii'-lo 
' por la superficie eii cuesti6n. Pero la acción de una superfi- 
cie sobre un punto, cuando no hay rozamiento, equivale á 
una fuerza normal. 

Ahora bien, en virtud del Lema, las tres derivadas par- 
cJales 

cf¿, rf¿, rf¿i 
d p ' dq ' dr 

6 cantidades proporcionales á ellas, dan una resultante nor- 
mal á la superficie ¿, =^ 0, 

No sabemos cuál es la ititensidad de la fuerza, sólo sabe- 
mos que ha de ser normal á la superficie, y asi, üamando >., 
á una cantidad convenienlemente escogida, podremos decir 
que la fuerza normal, que representa la acc¡6n de Ía super- 
ficie ¿, ^ 0, ó sea e! efeclo de este enlace sobre el pun- 
to Ai, tiene por componentes 



t/¿i 
dp ' 



dLy 
dq' 



dL, 

dr ' 



Ensuma, si sobre las rectas i4|P. /1, Q, ,4,/?, óen su pro- 
longación, según el signo y según explicamos, se toman Ires 
magnitudes 



A^b, ^ 



dL, 

dp ■ 



■,A,b; 



dLt 
dq 



.A,b,- 



dL^ 
dr 



y las consideramos como tres fuerzas, podremos prescindir 
de la ecuación de enlace ¿, = 0, ó de la superficie que re- 
presenta; pero el punto .4,, además de estar solicitado por 
las fuerzas externas ó inlernas que sobre él actúan, estará 
solicitado por las tres anteriores, que equivalen al enlace 
suprimido. 

Hemos dicho que el punto A, estaba unido portres rectas 
invariables de forma A,P. A^Q. A,ít. á los tres punlos 
P, Q, R- 




Pues bien, en el punto P de la recta A,P y sobre dicha 
recta, aplicaremos iina fuerza Pa, igual y contraria 4ift,. de 
suerte que numéricamente 



Pa. - A.b, 



dp ■ 



y en este caso podemos suponer la varilla ideai A^P VxXsn, 
porque la fijeza de su extremo P está suplida por la acddn 
de esta última fuerza. 

Continuando con la aplicación de la ecuación de enlace¿i 
á los demás puntos del sistema, podremos repetir para d 
punto A. lodo lo que hemos dicho para el punto -4, . 

Es decir, suprimir diclia condición ¿, -^ para el pun- 
to A.,; apiicando á este punto tres fuerzas en la dirección de 
AiP, A,Q y A.,R, que tendrán los valores 



dL, dL. dL, 

V-, — — . 1^1 -r-^. 1*1 
dp, dq¡ 



dr. 



de las cuaies fuerzas sólo hcmos representado una en la 
figura, á saber: A,c^, que es la que pasa por ei punto P. 

Fijemos bien las ideas. 

Para este punto A.,, en la ecuación de enlace 

l-íÍP.f.r; p,,q,,r,; /í,.9.-,r,,- p„, 9,„ r,,) = 0, 

sólo consideraremos como variables pi, q,, r, y todas las 
demás como constantes. de modo que abreviadamente po- 
dremos expresar la ecuación de enlace por 

y repitiendo lo que antes expljcábamos, resultarán las Ires 

, dL, 
fuerzas ", 
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Lo mismo que antes, aplicaremos en P una fuerza cuyo 
valor numérico será 



igual y contraria á i^^Ci . 

Repitiendo esto mismo para los otros puntos A^ y A^, 
tendremos en ^4^ en la dirección de las tres rectas A^P, 
A^Qy A^R tres fuerzas 

d Li d Li d Li 






y en el punto P una fuerza cuyo valor numérico será 

Pflg = A^di = vi ^ 



. rfP2 



Por último, pafa el punto ^4^ supondremos en la dirección 

de las tres rectas ó varillas ideales A^P, A^Q, A^R, tres 

fuerzas 

d Li d Li d Li 

r.^ — , TTj — , 7?! — , 

dp^ dq^ dts 



y sobre la recta A^P y en P una fuerza cuyo valor numéríco 
será 

Pa^ = i^^Ci = 



dp 



8 



De este modo podemos prescindir para los cuatro puntds 
de ia condición de enlace 

Li{p,q,r, Puquti, Piyq^.r^, P^yQi^rs) = 0, 

aplicando en cada punto las fuerzas, que hemos determinado 
como equivalentes á la acción de4as superficies, y que subs- 



- 272 - 

tituirían á la eciiación de enlaces para cada uno de estos 
cuatro puntos. 

Mas aiin, por lo qiie á la ecuación de enlace ¿, =0 se 
refiere, podemos suponer completamente libres las cuatro 
rectas 6 varíllas ideales A¡^P. A¡P, A^P, A,P, porque estas 
varíllas están soHcitadas según su longitud porfuerzas igua- 
les y contrarías, y quedarán inmóviles. Así, respecto á 
L, ^ 0, la fijeza del punto P es inútit; la fijeza está suplida 
por lascuatro fuerzas que hemos aplicado en P. 

Y este es uno de los artifícios más ingeniosus de la de- 
mostración ; pero también dió lugar en su tiempo á algunas 
cnticas. De todas maneras es necesarío; sin él, la demostra- 
ción cae por su base. 

Tiene por objelo dicho aríificio demostrar que para el en- 
lace Lj, las cuatro cantidades X,, ^,, v,, r, son iguales: son 
hasta ahora indeterminadas, porque no sabemos las super- 
ficies ¿1 - qué fuerza desarrollarán: sabemos que será 
normal á cada una de dichas superíicies y para cada punto 
A, pero no conocemos su intensidad. 

Precisamente aqui está la aplicación del Lema que demos- 
tramos antes. 

El punto P está enlazado con los puntos j4, A, A^A^ por 
cuatro reclaspi,/»., pa. Pi." 'uego, según en el Lema se esla- 
blecía, haciendo variar estas rectas de modu que satisf^gan 
á la ecuación 



lap - 



■ aO = 



descríbirá una superficie, cuya normal, en el punto P, será 
la resultante de las cuatro fuerzas 

íiL, (ÍL, ílL, dL ^ 

lip ' dp¡ ' dp.. ' dp„ ' 

ó de cantídades á ellas proporcionales. 
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EI punto hemos demostrado que queda invariable, como 
si estuviera fijo, aplicando en la direcci6n de las cuatro va- 
lillas, las cuatro fuerzas 

Pq„ Po,, Po,, Po,. 



cí¿, 
dp 



dp, 



' dp. 



dL, 
dp,' 



luego estas cuafro fuerzas dan por resultante la normal. Es 
decir, que deben ser proporcionales á las cuatro anteriores, 
cuya resultante sigue también la dirección de dicha normal; 
pero esta proporcionalidad 



i ■"•' 


„ ¿i, 


dL, 


dL, 


' dp 


" dp. 


"' dp. 


' «íft 


dL, 


dL, 


dL, 


dL, 


dp 


dp, 


dp. 


dp. 


da, desde luego. 









= ^i = y 



de suerte que para e! enlace L,=0 todos estos coefícientes 
son iguales: los representaremos, pues, por Xj. 

Todo !o que hemos dicho respecto al enlace L¡, debemos 
repetirlo respecto al enlace L¡.; con lo cual, en cada pun- 
to A¡,Ai,Ai,Ai, tendremos tres nuevas fuerzas en direc- 
ción de las rectas que unen dichos puntos á los tres puntos 
fijos P, Q, R. 

No hemos representado estas fuerzas en la figura, más 
que para el punto A¡, desdoblándolas, para mayor claridad, 
de las anteriores, y representándolas por A¡ b^, A¡ b\, A¡ b'\. 
Claro es, en efecto, que éstas debian estar superpuestas á tas 
anteriores, y s¡ están algo separadas, es, cotno hemos dicho, 
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para evitar confusiones, y para recordar que en A^ hay un 
doble sistema de ires fuerzas, y que si hubiera más ecuacio- 
nes de enlace, á cada una de ellas corresponderfan tres fuer- 
zas más. 

Por lodemás, para las nuevas fuerzascorrespondienlesal 
nuevo enlace. teridremos en todas ellas el mismo coefi- 
cienle >,, en general, distinto del anterior. 

Y el resto de la demostración es bien sencillo. 

Podemos ya considerar que los cuatro puntos Ai, A^, 4,, 
A^, están completamente libres, sin enlace de ninguna clase, 
pero sujetos á !a acción de diferentes fuerzas, que conviene 
enumerar. 

En el punto ^4, actuarán dos clases de fuerza. 
l ." Las fuerzas F, , cuyas tres componentes serán X^, 
Y,,Zi-, éstas son las que llaman los autores fuerzas drrecta- 
mcnte apUcadas, y comprenden dos grupos: Primero, las 
fuerzas exteriores; y segiindo. las fuerzas interiores ó ac- 
ciones entre los puntos del sistema. 

2." Las fuerzas de los enlaces, que en la figura se ve que 
son seis; tres procedentes del enlace ¿i = 0, cuyos valores 
hemos visto, que son: 



dp ' 



dq 



dU 
dr 



y otras tres, procedentes de la ecuación de enlace, ¿, = 
á saber: 

^ dp ' dq ' dr 

Lo que hemos dicho para el punto A, , debe repetirse para 
los demás puntos A-¿, A.¡, A,; en cada uno de ellos tendre- 
mos un doble grupo; uno para las fuerzas directamente apli- 
cadas, otro para las fuerzas de los enlaces, que comprende- 
rá tres para el enlace Li = con el coeficiente >.i ; otras tres 



para el enlace L.¡ = con el coeficiente >.,; y, por lo demás, 
no diferirán unas de otras, ni de las que corresponden al 
punto /4i, sino por la substitución en los denominadores de 
las letras 

Ps. 9j. /■». 



P, <1, r. 
del punto Ai- 

Puesto que los puntos AjfA^, 4, son ya puntos Mbres, y 
para los puntos libres demostramos el teorema de las ve- 
locidades virtuales, no tenemos más que apiicarto á este 
caso, y efectuar las simplificaciones que resulten, con lo cual 
veremos desde luego, que queda subsistente el teorema de 
las veiocidades virtuales para los trabajos de las fuerzas di- 
rectameiile aplicadas y que desaparecen todas las fuerzas de 
los enlaces. 

En efecto; representando, para abreviar, por Ta„ Ta„ 
T"*., Ta. los trabajos virtuales de las fuerzas debidas á ios 
enlaces para los cuatro pimtos del sistema, el principio de 
las velocidades virtuales aplicado á estos cuatro puntos ya 
libres, dará la ecuación 

S(X5x + Yhy + Z5z) + Ta, + U + Ta, + Ta. = 0. 



Examinemos cada uno de estos términos. 

El primero, il (Xtx -i YZy + ZZz), se refiere á los Iraba- 
jos virtuales de todas las fuerzas directamente aplicadas á 
los puntos del sistema, tanto exteriores como interiores, re- 
presentando, en general, X, Y, Z, las componentes de di- 
chas fuerzas , y 3x, 3y, Sz, los desplazamientos 6 velocida- 
des virtuales para cada punto A; de maiiera, que en rigor. 



el término que estamos cotisiderando, comprenderá eslos 
cuatro: 

+ XsÍXb f níya +286^8 +A'.ÍX4 -f /48^1 + Z,82. =0. 

El segundo término Ta se referirá á los trabajos virtuales 
de las fuerzas debidas á los enlaces. Para desarrollarlos to- 
memos e! punto A^ y lo que de él digamos podremos repe- 
tir de los otros tres. 

Las fuerzas de los enlaces dan en ,4, seis fuerzas que e&- 
tán represeiitadas en la figura 42, por Ay b¡; A, b\; A, 6",¡ 
relativas las tres al enlace ¿1. Y otras tres fuerzas A^ 6„ 
Ai b\; A^ b"t relativas al enlace ¿j. 

Determinemos los momentos virtuales de estas seis fuer- 
zas; para ello las proyeclaremos sobre los tres ejes, mu!- 
tiplicaremos dichas tres componentes por £x, Sy, ^z, y re- 
sultará para las tres fuerzas relativas á ¿,. los tres trabajos 
virtuales: 

>-, cos(o,j:) H cos{q.x) H — cos(r,x) íx, 

L dp dq dr J 

'■' ~r^ cos^p.í-) + —^ co%{q.y) + — í- cosír,;») Uy, 
L dp dy dr J 



rrfi, , , , rf¿, , , , í/¿ 

1 -— !~ cos(p,¿) + -—^ cos{q,z) -t- 



dq 



< 1 

— cos(r,^) 32,. 
r J 



Pero estos fres grupos se transforman fácilmenfe. 
Por ejemplo, la primera línea, si se rccuerda que, si a, b, c 
son las coordenadas de P, 



cos{p,x) ^ 



_ dp 

dx, ' 



cos{q,x) ^ 



dq 



cos(r.x) = 



— 2n -^ 

se convierte en 



L dp dxi dq dXi dr dxij 

y según resulta del método de díferenciación de las funcio- 
nes compuestas, la cantidad entre paréntesis será 

dL, 



dx^ ' 



porque no ha de olvidarse que ¿j contiene directamente 
p, q, r; pero como estas cantídades son funciones de x^, en 
rigor ¿1 es función de x^. De suerte que, por consideración 
análoga, las tres expresiones anteriores, es decir, los traba- 
jos virtuales sobre los ejes de las x,y, z, de las tres fuerzas 
que proceden de L^, serán 

K-^^x,, K~^^yy, K-^^zu 

dXi dyi dzi 



y su suma 



'n 



[dL^^ idL^^ ,dj^. 1 
-- — oxi + — — 8yi + — — ozi . 

Idx^ dy^ dz^ J 






Lo que hemos dicho de las fuerzas que proceden de L^, 
podríamos repetir para las fuerzas que proceden de ¿2» y 
tendríamos para su momento virtual 

\_dxi dyi dzi J 



En resumen, io que hemos representado antes por Ta i, 
es decir, los trabajos virtuaies para las seis fuerzas de enla- 
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ce que actúan en A^ procedentes de L^ y £,, tendrá el si- 
guiente valor: 

L dx^ dyi dzi J 

+ X, [4^2. 8x, + 4^ 83'! + 4^ ^4 

\_dxi dyi dzi J 

Todo esto podríamos repetirlo para los puntos At, A¡, A^, 
y tendremos, desde luego, 

L ^^2 dy^ dz^ J 

L dx, dy^ dz, J 

7.. == X J4^ 8X3 + 4^ 8>,, + 4^ 8^3] + 
L dx^ dy^ dz^ J 

+^[4^8x3+4^8^3+4^84 

{.dxs dy^ dz^ J 

7.. = X, \áh. 8x, + 4^1- 8;,, + 4^ 8^,1 + 
L dx^ dy^ dzt J 



+ >^: 



[4^2. í;C, + 4Al 83,. + 4^ 5^ 1 

L dx^ dy^ dZi J 



Y ahora se ve ínmediatamente que 

Ta, + Ta, + 7^, + Ta, 

es igual á cero. 

En efecto, sumemos todos estos valores, sacando porfac- 
tores comunes )., y a^ y resultará 

X J4^ 8x, + 4^ 83;, + 4^ 8z, + 
i dXi dy^ dz^ 



■«-i..\. 



rf¿l 
dx. 



dx-. 



.+- 



dL, 
dy, 
dL, 
dy„ 
dL, 



''y,+ 



'y-.+ 



-«)'. -f 



tf¿, 

dz, 
dL, 
dz„ 
dL¡ 
di, 



>z,+ 



<'!,+ 



-]■ 



+ ^ -, , 

dx, dy, 

[otra expresión de la misma forma que la anterior," 
substituyendo á L, la función L, 



6 abreviadainente, 



( dL, , 
[dx 
^l dL, 
'\ dx 



dL, ^ , ü ¿, , , 



, , dL, , , dL. 
íx + -—¡- iy + --■ 
dy d 






en que cada suma se Iia de extender á las coordenadas de 

!os cuatro puntos. 
Pero no olvidemos, que ¿, = y ¿3 = que explicita- 

mente comprenden todas las p, q, r, serán por lo mismo 

funcíones de todas las coordenadas x, y, z, correspondien- 

tes á los puntos A^, A.,, A.^, A^. 

De donde resulta que el priitier paréntesis, no es más que 

\ el resullado de la diferenciación de ¿, = 0, por relación á 

í iodas las x. y, z; lnego si las variaciones de estas cantida- 

itíes han de ser como exige cl teorema, compatibles con los 

snlaces, es preciso que todo el paréntesis sea igual á cero, 

)F lo mismo podemos decir de la segunda línea; en suma, 



Ta, + Ta, + Ta. - 



^O. 



Que es, como si dijeramos, que las fuerzas de los enlaces 
satisfacen al principio de las velocidades virtuales. 




Y de la ecuación 

í: (X'ix + Y^y + Z9z) + 7",, + r^ + r^ + 7-^ = 

no quedará más que 

^{X5x+ Yoy + Zhz)^0; 

es decir, que la suma de los trabajos virtuales de las fuerzas 
que directamente actúan sobre el sistema, es igual á cero 
para todas las velocidades virtuales compatibles con los en- 
laces. 

La proposición directa, queda, pues, demoslrada. 



La reciproca se demuestra ya con suma facllidad. 

Es decir, si la suma de los trabajos viríuales de las/uer- 
zas F que directamcnlc actúan sobre el sistema cs igual á 
cero para todos los desplazamientos ó velocidades virtuales 
de los puntos compatibles con los enlaces, el sistema estará 
en equilibrio. 

En efecto, supongamos que no lo estuviera, de suerte que 
el sistema de fuerzas /^fuera capaz de determinar un movi- 
miento, cuyas velocidades iniciales podemos suponer que 
son cero, porque sólo tratamos de estudiar el efecto de 
las fuerzas F. 

Se concibe sin dificultad que á cada punto se le pueda 
oponer una fuerza que impida su movimiento, y Uamemos * 
á este sisfema de fuerzas; resulta. pues, que el sistema F y 
el sistema de fuerzas * están en equilibrio, luego en virtud 
de la proposición directa ya demostrada, puesto que el sis- 
tema está en equilibrio bajo la acci6n de las fuerzas F y ^, 
tendremos: 



trabajos virtuales de F + trabajos virtuales de = 



Mas por la hipótesis del enunciado, 



luego 



trabajos virtuales áe F=0; 



trabajos virtuaies de * ^ 0. 



" Pero esto es absurdo, porque las fuerzas que forman el 
sistema se oponen al movimiento todas ellas; luego todas 
efectúan trabajos negafivos y la suma de cantidades negati- 
vas no puede ser igual á cero. 

A esta última demostración se puede objetar que acasoel 
movimiento del sistema no sea compatible con los desplaza- 
mientos virtuales, lo cual sucedería si en las ecuaciones de 
enlace entra el tiempo. 

Pero es imposible que nos detengamos más en esta ma- 
teria. 

Direinos tan sólo que puede seguirse un orden inverso 
del seguido para el Teorema directo. 

Para demostrar que si se liene S(X5x + KSji-f ZS2) = 
para todos los desplazamientos compatibles con L, = 0, 

/., = el sistema está en equilibrio, recordaremos 

que Ta, = 0, Ta, — 0, n, ^ expresan que Jas 

variaciones Ex, 5>', 5? ..... satisfacen á los enlaces para 
un instante dado y podemos establecerlas desde luego. 

Pero también expresan sumándolas, que la suma de los 
trabajos virtuales de las fuerzas de losenlaces es nula. 

Agregando 



á 
resuftará 



n, + 7U, + r^, + = 

^(A'5x+ Yly + Zgz) = 0, 




■1 {Xtx + K!y + ZX^) + Tj, + Ta, + r¿. + . 



y esta es la ecuación de las velocidades virtuales cuando los 
puntos están libres y para ella la recíproca es cierta. 

Claro es que suponemos / constante como indicamos 
antes. 



Digamos, pues, rápidamente para concluir, que del princi- 
pio de las velocidades virluales, se pueden deducir cn cada 
caso de aquellos á los cuales es aplicable, las condiciones de 
equilibrio del sistema. 

Supongamos que el sistema contiene n puntos, lo cual 
dará 3 n coordenadas. 

Supongamos que el número de ecuaciones de enlace es m, 
siendo m < 3 /i, porque si no bastarian las ecuaciones de en- 
lace para fíjar los puntos, con independencia de las fuerzas, 
y aun cabe que fueran incompatibles. 

La ecuación que expresa el principio de las velocidades 
virtuales, será iinea! respecto á las variaciones de x, y, z, y 

contendrá 3 n tiírminos en tx, 5>', 3z cuyos coeficientes 

serán las componentes de las fuerzas, según hemos visto. 

Pero estas variaciones de x, y, z, no son independientes, 
porque han de satisfacer á los enlaces; es preciso que elimi- 
nemos las que son dependientes en función de las indepen- 
dientes. 

Para ello, diferenciaremos las ecuaciones de los enlaces 
que darán m ecuaciones lineales en Sx, ty, 5z,.... 

De ellas deduciremos m en función de las 3 n — m res- 
tantes, y eliminando aquéllas en función de éstas, de la 
ecuación fundamental, nos quedará una ecuación lineal de la 
forma 



//Sx^ + //'S>'^ + //"Szp+ . 



= 0, 



en que (¡Xp, ^y^, ^Zp , serán ya variaciones independientes, 

porque las otras han sido eliminadas, y las H serán funcio- 
nes de los datos, es decir, de las fuerzas y de las coordena- 
das, asi como de las constantes que entran en las ecuaciones 
de enlace. 

Siendo ya independientes laa variaciones de Xp, y^, Zp , 

podemos igualar todos los coeficientes á cero, y tendremos 
para las condiciones de equilibrio 

I // ^ 0, //' - 0, //■' = 



1 Esto es evidente, porque siendo arbitrarias é independien- 

tes entre sí S.tp, hyp. Izp podemos igualar á cero todas 

menos Ixp, por ejempio, y quedará 

■ Hlxp - 0, 

que no puede verificarse siendo arbitraria Sxp más que por 

y lo mismo diríamos de los demás coeficienfes. A estas ecua- 
ciones agregaremos las de los enlaces y tendremos lanfas 
ecuaciones como incógnilas, según vimos antes. Resulta, 
pues, que el princípio de las velocidades virtuales tiene en 
la Mecánica extraordinaria importancía para todos aquellos 
casos en que existen enlaces. 

En la conferencia próxima aplicaremos este principio á los 
problemas de Dinámica; demostraremos el teorema de Ha- 
milton, y de él deduciremos las célebres ecuaciones de La- 
grange, que son de gran aplicación en muchos problemas 
de FiSÍca matemática. 




Conferenola dtSeinnaprimera. 
Señores: 

Deseando presentar ante mis oyentes un resumen abrc- 
viadísimo de los principios fundamentales de la Mecánica, 
para que cuantos me honran con su asistencia á esta Cáte- 
dra, Ó cuantos lean estas conferencias cuando se publi- 
quen, no encuenlren dificultad de ningún género, y puedan 
pasar sin esfuerzo, desde las Matemáticas elementales y la 
Fisica ordinaria al estudio gradual de las obras y Memorias 
de íos sabios eminentes, que á la Fisica matemática dedican 
sus esfuerzos, expusimos en la última conferencia el célebre 
princtpio de las velocidades virtuales, que hasta cierto pun- 
to en si condensa, tanto los problemas del equilibrio, como 
los del movimiento. 

Y para el equilibrio lo demostramos, evocando en cierto 
modo, porque tantos años han pasado, que es evocación 
casi, la célebre demostración del ilustre Poinsot. 

En esta conferencia hemos de aplicar el mismo principio 
á los problemas de Dinámica, recordando antes, como es 
natural, el principio de D'Alambert. 

D'Alambert, saben la mayor parte de rais oyentes, y los 
que no lo sepan, ahora pueden aprenderlo, que reduce todo 
problema de Dinámica á un problema de Estática, ó. mejor 
dicho, deduce las fórmulas de aquél, de las fórmiilas de 
éste, contando entre las fuerzas las de inercia. 

La argumentación no puede ser más sencilla. 

Consideremos un sistema de puntos en movimiento y su- 
jetos á determinados enlaces. 

Sean (fig. 43) las fuerzas que actúan sobre el siste- 
ma, F¡, F¡..., aplicadas respectivamente á los puntos m„ 
mf..: se comprende, sin dificultad, que si se considerasen 
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completamente tibres los puntos nii, /n,..., y, además, in- 
móviles, se les podrfa aplicar á cada uno de ellos ciertas 
fuerzas, Hi km^; H^km^y y así sucesivamente , tales que 
les comunicasen las aceleraciones que tienen realmente en el 




Pigura 43. 



instante que se considera. Bastarfa con determinar H^, Hf..., 
por las ecuaciones del movimiento del punto libre. Para el 
punto mi 



m 



' dt^ 



= //iCOS (//i, x) 



/ni-^ = //iCOs(//i,y) 
d^z 

/TZi = //, COS (//,, Z) 

' dt^ V l> / 



y lo mismo para los demás puntos. 

Volvamos ahora al sistema en movimiento, suprimamos 
las fuerzas //, pero pongamos en cada punto una fuerza h, 
igual y contraria á //: ó sea, h^ igual y contraria á H^, h^, 
igual y contraria á H^...\ es evidente que en este caso cesa- 



»1 j% 



ría todo movjmjento, puesto que estas fuerzas se oponcn 
ttirectamenle á las fuerzas motrices de cada punto. 

Más claro, las fuerzas exteriores Fmediante los enlaces, 
tienden á producir un moviniiento efectivo y las fuerzas h se 
oponen á este movimiento, creando aceleraciones iguales y 
contrarías al movímiento efectivo, que es destrujr diclQs 
aceleraciones. 

Luego entre las fuerzas F y las fuerzas ft debe haber eqHÍ- 
líbrio mediante los enlaces, y, por lo tanto, será aplicableal 
sistema (Fi,h) el principio de las velocidades virtuaies. 

Pero las fuerzas /( son numéricamente iguaies y contrariu 
á las aceleraciones multiplicadas por las masas, luego ten- 
dremos la ecuación, 

i:[(ft, cosa + ;if,)!x+{/i, COSÍI+ K,)3y, 4- 

extendiéndose 1a suma á todos los puntos del sistema. 

Aliora bien; 



A, COSa = — //, cosa = — /n, 
A, cos fl = — //, cos 3 = — m, 
/ij cos-|' = — //, cosf = — m, ■ 



dV 

dn ' 



luego la ecuación del principio de las velocidades virtuales 
se convierte en 



.[(-„ 



- + X,\ íx, + 1 
I d'z, 



d'y, 

dl' 



'¥■ 



K, sy, + 



dr- 



+ z. 



)-]-■ 



ó, s¡ se quiere, cambiando signos, y llamando, para abre- 
viar, FUERZA DE iNERCiA á la masa por la aceleración con 
signo contrarío 



que se expresa abreviadamente , diciendo que en todo movi- 
miento sujeto á enlaces, y asimismo cuando no los hay 
deben estar en equilibrío las fuerzas de inercia y las fuerzas 
efectivas. 
Y damos esta definición como sí realmente las expresio- 

nes — nii ^ representasen fuerzas efectivas aplica- 

das al sistema. 

Claro es que si no existen enlaces, todas las variaciones 
de X, y, z son arbitrarias, y entonces todos coefícientes de- 
ben ser igual á cero, lo cual nos da las ecuaciones del mo- 
vimiento ya conocidas para uii punto libre: 



dt* 



6 bien 



/n, ~ = Xi 

dP 



iíl>i = K, 






Es evidente , que todo lo que dijimos para el caso del equi- 
librio, es aplicable en este nuevocaso. 

Hay, pues, qiie tener en cuenta, además de la ecuacion 
general del principio de las velocidades virtuales, las ecuacio- 

nes de los enlaces L, -■= o, /^ = o; es preciso diferenciar 

estas últimas, despejar las variaciones ó velocidades virtuales 
dependientes en función de las independientes; eliminar las 
primeras de la ecuación general; igualar á cero fodos los coe- 
ficientes de las variaciones que queden, que ya son in- 
dependientes; y por fin, tener en cuenta, además de estas 
ecuaciones, todas !as de los enlaces, lo cual nos dará, como 
ya dijimos entre ecuaciones diferenciales, que serán de se- 
gundo orden, y ecuaciones generalmente en términos finitos, 
que serán las de los enlaces, tantas ecuaciones como funcio- 
nes X, y, z...., debemos determinar por la integración en fun- 
ción del tiempo. 

Nada diremos del niétodo de los coefícientes de Lagrange, 
que implícitamente están comprendidos en la demostraclón 
de Poinsot, y daremos por terminada esta rapidlsima reseña 
de métodos, que la mayor parte de mis oyentes conocen de 
antemano. 



Dos puntos nos quedan todavía como preparación para el 
teorema de Poincaré; el teorema de Hamilton y las ecuacio- 
nes fundamentales de Lagrange. 

Pasemos, pues, al principio de Hamilton. 



Consideremos un sistema de puntos sujetos á determina- 
dos enlaces y moviéndose bajo la acción de fuerzas deter- 
minadas. 

El punto m (fig. 44) describirá, por ejemplo, la trayectoria 
AabcB entre el tiempo to y el tiempo t^. 

El punto m' describirá asimísmo la trayectoria A' C' B' en- 
tre los mismos instantes /„ y /i, y otro tanfo pudiéramos de- 
cir para los diferentes punlos del sistema. 

Supongamos ahora, que se 
trala de una curva infinita- 
mente próxima á la verda- 
dera trayectoria de m. que 
es AaB. 

Sea esta nueva curva Aa' 
b'c'B. 

Dictia curva es arbitraria, 

pero está sujeta á una con- 

dición, sin embargo, y es que 

sea compatible con los enla- 

xs del sistema. No es la verdadera trayecforia, pero pu- 

diera serio si fueran otras las fuerzas. 

Lo que hemos dicho para el punto m, pudiéramos decir 
para el punto m' , de modo, que A'D'B' es una curva infini- 
tamente próxima á A'CB'. 

Lo mismo repetiríamos para las restantes trayectorias, á 
cada una de las cuales corresponderá otra curva 6 trayectoria 
virtuat. 

Los puntos extremos correspondientes á los dos instan- 
tes t ^-= toy t=t, son comunes para dos curvas, y asi A, 

A' corresponden al instante /„, y B.B' al instante /i. 

Consideremos la trayectoria AabcB: el móvil m ocupa las 
posiciones a, b, c... en instantes determinados; pues sobre la 
curva virtual Aa'b'c'B tomamos puntos arbitrarios a', b', c...., 

pero en serie conlinua é infinitamente próximos Áa.b c 

Esta condiciún aun puede precisarse más. 
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S¡ el movimiento sobre AB está detertninado, estoquerrá 
decir que las coordenadas del móvil en cada instante esta- 
rán definidas en función del tiempo por tres ecuaciones: 



«(0. y-m. 



= T(0. 



resultado de la integración de las ecuaciones diferenciales. 

Piies bien ; los puntos a', b', c' serán tales, que sus coor- 

denadas estarán definidas por tres funciones, cuyos valores 
numéricos diferirán cantidades infinitamente pequeñas con 
respecto á «, fí, -[■: podrían ser, siendo x,, j»,, z^ las coorde- 
nadas de la curva virtual, 



".(0. yi-MO, 



-Y.<0 



"(0 -",(0. 'm-MO, rC) -r.(0 

serán cantidades infinitamente pequeñas para cada valor 
de/. 

Ahora vamos á expresar dus funciunes para ambas cur- 
vas, á saber: 1.", la seniifuerza viva. y 2". im trabaja 
virtual. 

En cada punto de la trayectoria, la mitad de la fuerza viva 
del m6vil está perfectamente determinada si el movimiento 
es conocido; y en todo caso. la forma de dicha semifueiza 
viva es conocida también; será 



1 



'0 



JÜLl 



m 



de modo que se puede considerar como una función de / 
conocida ó desconocida; porque tendremos, diferenciando 
las tres ecuaciones del movimiento. 



f 



A)L. 



lo cual se reduce aquélla á 



i'(0. 



-=T('). 



í(«'(í))'^ + (;v(n)* + (T'im')- 



Como lo mismo podríamos decir de las demás trayecto- 
rias, sumando todas estas semifuerzas y representando las 
sumas por T, fendremos para la mitad de la fuerza viva del 
sjstema en cualquier instaiite /. 



I 



T-^ 



. 1 



( dx\ 



ídy\ 



I dz\ 



= i;i/n|(a(/j)^+ (?(/))■' +(y(/))' 



-^F(t). 



Si no se ha resuelto el problema, no se conocerán a, 3, y 
ni F, pero se concibe que exislen. 

Supongamos ahora que cada masa m recorre, no su ver- 
dadera Irayectoria, sino !o que podemos llamar la trayecto- 
ria virtuai; por ejemplo, la masa m, la linea A a'b'c'B. 

Calculando la mitad de la fuerza viva de este movimiento 
virtual, y llamándola 7,, tendremos para todo el sistema: 



-i"'[' 



{^xit)r- + (hit)y + iyi(t)y\ 



que no será el valor T para cada instante /; pero que dife- 
rirá infinitamente poco, de suerte que podremos escribir, 
ircando por una deüa la variación, 



^nDarcando por una de 



Tt=T + ÍT. 



Ahora bien, multipliquemos cada variación T por 1a dif^ 
rencial dei tiempo que le corresponde; integremos el resul- 
tado entre t„ y t,, y lendremos la integral definída, aunque 
inrinitamente pequeña, porque cada elemento es el prDdudo 
de dos infinitamente pequeños, 

C^-T.dt. 



Esta es la prjmer función que tratábamos de deterniinar. 

Volvamos á la trayectoria AbB y Á\n trayectoha virlual 
Ab'B, y consideremos dos puntos homólogos b y b', que 
corresponderán á un instante /. 

Consideremos asimismo la fuerza F, que es la que deter- 
mina el movimiento del punto m con sujeción á los enlaces, 
pero siendo ella la fucrza que verdaderamente actúa, y ob- 
tengamos el trabajo virtual correspondienle. por ejemplo, á 
la variaci6n virtual bb' del punto fr, será: 



hd. 



Si las fuerzas F tuvieran una potencial, es decir. si sus 
componentes fueran las derivadas de una función x, y, z. 
aun podría definirse este trabajü virtual de otro modo; pero 
no entraremos en más pormenores, basta por ahora con lo 
dicho. 

Si para todos los puntos de ta trayectoria .4 B hacemoslo 
mismu y sumamos todos los resultados, que es como inte- 
grar, y si repetimos iguales operaciones para todas las de- 
más trayectorias, que es hacer una suma, pero cuidando an- 
les de multtplicar cada trabajo virtual por dt, tendremos, 
siendo siempre los limites t^ y I,, 



/;;(- 



f . dií U;. 



Pero ya hemos explicado en otra conferencia, que el tra- 
bajo elemental de una rcsultante es ígual á la SLima de los 
trabajos elementales de las componentes; luego representan- 
do, en general, las componentes de F por X, Y, Z, y las 
proyecciones de bd sobre los ejes. por Ix, S¡/. íz. resultará: 



l 



^Z{X'-x + Y>.y + Zí2)rfí. 



que la integral, como queda dicho, comprende del liem- 
po /„ al tiempo /, , para cada trayectoria, y la - comprende 
todas las trayecforias de todos los puntos del sistema, entre 
los puntos A. B; A' , B' ... 

Obsérvese que la fuerza F está determinada para cada 
punto b de las trayectorias, pero esto es como decir, que está 
determinada para cada instanfe t: luego podrá considerarse 
que X. Y, Zson también íuncionesde / con lo cual la inte- 
gral liene una forrna perfectamenfe determinada. 

Sumando ahora las dos integrales obtenidas, la prjmera 
que se refiere á las semtfuerzas vivas en cada inslante, y la 
segunda á los trabajos virfuales en ese mismo instante, ten- 
dremos: 

■ J' í T. dt +J'' í; ( X5JC - Yly -f Z5¿) di. 

ó bien, puesto que las integrales tienen los mismos Hmites: 

■ /=J"^' [3 7-+ i:(X3i + Yf>y + Zhz)] dt. 



cuya integral hemos expresado, por abreviar, por /, y tam- 
bién la podremos llamar la integral de Hamilton. 

El leorema de dicho autor, es el siguiente: 

Dado el movimiento de un sistema de puntos sujetos á en- 
laces, y determinando curvas virtuales que substituyan á 
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cada IrayectorJa verdadera, pero tetijendo los mismos pun- 
tos extremos comunes para los instantes /„ y t,, la Inlegral/ 
es siempre igual á cero, sean cuales fueren las curvas vir- 
tuales que se elijan. 

O de otra manera, la integral de las varíaciones de la mi- 
tad de la fuerza viva y dc los trabajos virtuales, será siem- 
pre igual á cero. 

No ha de olvidarse la observación que hicimos en la con- 
ferencia anteríor. La integral es infinitamente pequeña, y po- 
dría entenderse que por si habia de ser cero, en cuyo caso 
no existia el teorema. Ha de aplicarse aquf lo que hemos di- 
cho respecto á una suma de términos infinitamente pequc- 
ños; han de eliminarse por las ecuaciones de los enlaces las 
variaciones dependientes y cuando queden sólo las indepen- 
dientes, todos sus coeficíentes, que serán cantidades finitas, 
han de ser rigurosamente Íguales á cero. 

Demostrado ya et principio de las velocidades virtuales, 
la demostración del teorema anterior es de una sencillez ex- 
traordinaria: no hay más que inlegrar por partes. 

Consideremos en la integral de Hamilton la parte que se 
refiere á 7", y en C'sta pongamos en evidencia 1a de una tra- 
yectoria determinada; lendremos, Uamando 7", dicha parte 
de T. 



.C'^-^-.ri-iii 



Se sabe por cálculo de variaciones, que los métodos para 
tomar variaciones de una funci6n son los mismos que para 
diferenciar, lo cual cs bien claro, puesto que una variación 
es una diferencial en el fondo; y sabemos, además, que el 
orden de diferenciación y de variación puede alterarse lo 
mismo que el de dos diferenciaciones, luego podremos efec- 
tuar las transformaciones siguientes: 



i^i^K- 


ítt) 


-m 


-( 


^)T- 


i€''(- 




-(f) 


' + 


Kf)?- 


"ÍM^ 


i/í 


-1' 


dy 
dl 


rf/ í/í j 


-m 


dl 


rf/ I/Í 


- + 


dt dt 1 



Ahora podemos inlegrar por partes cada uno de íos tér- 
linos: tomenins el primero, y lo mismo podrfamos repetir 
de los restantes, 



■ dx dix 



( dx 



'i-r 



d-x . 

( 

dP 



porque es evidente que j — ^ dt, tomando --'- dt por 



dt 



parte integrable, es igiial á ^x. 

PeroSxes nula para /„ y para /,, puesto que la trayecto- 
rJa real y la trayectoria virtual coinciden con siis extremos; 
por 1o tanto, la primera parte desaparece. 

Y como podemos decir lo mismo para todos los demás 

dy í/íy dz dZz ...■.-■ , 

-mions — ¿ i- — , que estan baiolaintegral, 



dt di 
^lo quedará 



dt dt 



d''y j d'^z , \ , 

dt> dt' ) 



cs decir, que para la trayectoria que estamos considerando, 
la parte relativa á T será 



k. 



J,. X \ it' dp rf/< r 



y efectuando igual transformación para todas las Irayectorías, 
y substituyendo en la ecuación de'HamiHon 



J'\. r/ d'X . d-y . rf'-z , \ 

>. L\ dt^ dt' dt' ) 



ó bien 
/ 



-M-^^^-y-H- 



A 



Y\iy^ 



+( -^+'Y^]-"- 



Pero la cantidad que eslá enlre paréntesis, según el phn- 
cipio de las velocidadcs virtuales, es igual á cero para todas 
las variaciones útx.y. z, compatibles con los entaces. como 
hemos supuesto en este caso; luego /= o, y el principio de 
Hamilton queda demostrado. 



Hagamos aplicacíón de esle principio para detnostrar lás 
célebres ecuaciones de Lagrange, que niás de una vez ten- 
dremos ocasión de aplicar en cursos sucesivos. 

Y volvamos á escribir la ecuación de Hamilton, cuyoscn- l 
tido hemos procnrado explicar con lixta la claridad que i 
tia sido posible. 

La ecuacrón era ésta: 




/=J''|ír+i:(X5j:+ Yty+ ZZz)\(Jtr^O. 






en que 7" represenia ia semifuerza viva total del sistema en 
cualquier niomento, entre tg y íij en que í significa que se ha 
de tomar la variación de esta semifuerza viva en cada ins- 
tante. comparando la trayectoria verdadera y la trayectoria 
virtual y arbitraria, pero arbitraria denlro de los enlaces; 
en que X, K, Z son las componentes de fa fuerza para cual- 
quier instante; y por fin, en que Sx, ay, Sz, son las variacio- 
nes de las coordenadas de cada móvil al pasar de 1a trayec- 
toria verdadera á la trayectoria virtual. 

Claro es, que esta ecuación de Hamilton, tal como la he- 
mos explicado y tal como la hemos demostrado, supone que 
todos los puntos del sistema están determinados por susco- 
ordenadas x, y, z; pero el teorcma es independientc del sis- 
tema de coordenadas giie se elija; pues T representa una se- 
.jnifuerza viva que es independiente de las coordenadas; es 

cierto modo un parAmetro del movimiento en si. Podrá 

;presarse en funci6n de las coordenadas rectangulares 
x,y. 2, ó de otras coordenadas oblicnas ó de coordenadas 
polares, pero sicmprc tcndrá e! mismo valor nttmérico. 

Y, por lo tanfo, Srpara cada instante, también será m 
número determinado. 

En cuanto á ÍI [X^x -\- Y^y -f ZS2 1, aunque aqui esté ex- 
presado en función de x. y, z, no representa más que un tra- 
bajo virtual, como ya vimos al principio; trabajo virtual que 
tiene un valor en sí independienfe del sistema de coordena- 
das: es otro parámetro de! movimiento. 

En resumen. la integral de Hainiltoti es independiente del 
sistcma de coordenadas, aunque para la demosfración ha- 
yamos escogido el stsfema más sencillo ó que más se adap- 
faba al artificio que íbamos á emplear, que, en substancia. 
era el de la integración por partes. 

Precisamenfe ahora vamos á aplicar la jnlegral de Hamil- 



ton y su principio á otro sistema de coordenadas, que es e 
que emplea Lagrange : al de las coordenadas verdaderamen- 
te jndependientes en cada caso. 

Cuando un sistema sujeto á enlaces se mueve bajo la ac- 
ción de cierfas fuerzas, estos enlaces, siempre que se ex — . 
presan por igualdades 6 ecuaciones, indican que las 3 
coordenadas de los n punlos no son independientes; si lc^ 
fueran, los puntos estarian libres, á, mejor dicho, s61oesta 




rian sujetos á las fiierzas directamente aplicadas sobre 
eltos. 

Fijemos las ideas por un momento, que en estas materias. 
un tanto sutiles para los principiantes, nunca se peca por 
excesos de claridad. 

Supongamos tres puntos a, b, c (fig. 45), que se mueven 
bajo la acción de fuerzas, F,, F.., Fs; pero advirtiendo quc 
ei punto a se mueve sobre una curva A; el punto b. ha de 
moverse sobre otra curva B, y el punto c sobre una superfi- 
cie 5. 

Además, los puntos a, c, están unidos por una variltasin 
masa é índeformabte, de longitud /; y los punlos by c están 



L 
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1 



í 



■asimismo unidos por otra varilla, de longitud /, en iguales 
condiciones. 

Los puntos son tres; el número de sus coordenadas será 
nueve; pero el número de coordenadas independientes, no 
será más que dos. 

Por ejemplo, si sobre las curvas -4 y B se toman dos pun- 
tos fijos flu y 6o. y se representan las longitudes de los arcos 
fln a por s,y bnb por s', éstas pudieran ser las verdaderas 
variables independientes. Para cada valor de s, el punto a 
queda determinado. Luego sus tres coordenadas quedan de- 
terminadas también; si las representamos x,, yi, z, , ten- 
dremos: 

x,-<s), y,^Hs). z,=yís). 



y to mismo podremos decir para el punto b. Llamando x„ 
>], Zj á sus coordenadas, también tendremos: 



í 



^! = «,(s). yí = ?.(A 



rr(5'). 



Por último, determinados los puntos a y 6, el punto c 
queda determinado, á su vez, porque si el sistema acb gira 
alrededor de un eje ab, el punto c describirá una circunfe- 
rencia, y cuando corte á la superficie S, dicho punto c se 
hallará fiio, y, por lo tanto, deferminado. 

Claro es que prescindimos de la multiplicidad de solucio- 
nes para no complicar esla exposición general. 

Resulta de aqui, que las coordenadas del punto c, que Ua- 
maremos x^, ^'a, z-.,, serán funciones, por de contado, de los 
parámetros de las curvas, parámetros que son constantes, 
de los parámetros de las superficies, que son constantes co- 
nocidas también. de las longitudes / y T de las variilas, y 
de las variables s y s' que fijan las posiciones de los pun- 
tosay b. 

En suma. 

JCg = a,(s,s), ya-?,(s,s'), 2s=y,(s,s'). 
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Vemos, pues, que las verdaderas variables independien- 
tes no son las nueve coordenadas, sino las dos longitu- 
des s y s'. 

Se comprende, pues, queal plantear un problema de Me- 
cánica, convendria escribir sus ecuaciones diferenciales sólo 
con relación á las verdaderas variables independientes, que 
no es lo mismo tener dos ecuaciones diferenciales en que 
sólo entreti las derivadas con relación a! tiempo de s y s'. 
que nueve ecaaciortes diferenciales con todas las derivadas de 
segundo orden, con reiación á /, de las nueve coordenadas. 

Precisamente esto es lo que ha procurado Lagrange en 
sus célebres eciiaciones, no tener que calciilar, sino sobre 
tantas ecuaciones diferenciales como son las variables tnde- 
pendienles; como si dijéramos, tantas ecuaciones comn in- 
cógnifas y no complicar las integraciones con funciones in- 
útiles. 

Esto dicho en términosgenerales, que casos hay en que 
se manejan más fácilmente nueve ecuaciones que dos. 

Supongamos que en un problema de mecánica el número 
de puntos sea ri y el número de variables independietites que 

representaremos por g,. g.,, ?:, ¡}„, sea m. Es claro que 

lodas las coordenadas de los puntos del sistema se expresa- 
rán en función de las q. y asi tendremos 

-í. - «itVn9. ■ tfm). 

^i-Ti(9i.íí 9«). 

X, = «,(?,. 9, qm). 



y deberemos eliminar de la ecuación de Hamilton las x, y, z, 
en función de las q. 
Recordemos que la función Tes, en general, de la forma. 
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f = 



Hm-mHm 



y deberemos obtener, por lo tanto, para eliminar x, y, z 

los valores de , — ^, deducidos de los valo- 

dt dt dt 

res de x, y, z, que suprimiendo subindices para abreviar, 

serán de la forma general, 

dx ^ rftt dq^ da dq^ dj». dq^ 

dt dq^ dt dq^ dt dq^ dt 

dt dqi dt dq^ dt dqm dt 

dz dy dq^ dy dq, dy dq^ 

dt dq^ dt dq^ dt dq^ dt 



En estas expresiones todos los coeficíentes — ^, — ^, — i- 

dq dq dq 

son funciones deforma perfectamente conocidade ^i, q^ 

qm9 puesto que es conocida la forma de lasfunciones «, |), y. 

Llamando, para abreviar, ^' á la derivada — ^, de modo 
que 

dt' '^'^" dt ^^"••- 
tendremos 

dx 

-jr --= fiÍQu Q^ 9/n, q\f q\ í m), 

at 



ó suprimiendo los subfndices 

dx . .. 

dt 



dl 
dt 



■t.<9.?'). 



■ fi(í.?')- 



Substítuyendú en 7* estos valores, resultará para T iira 
función de forma perfectamente determinada ó que se puede 
suponer detenninada para el razonamiento, de lasi;yde lasít'. 

Asf pues, 

r-ftt,,!,, .... q„,q\,q; ?'„), 

ó abreviadaiQente, 

T-V(q,q). 

en que Itay que poner todas las 9 y todas las q' con los sulv 
indices correspondientes, 1 , 2, 3 m. 

Al substituir, pues, en la ecuación de Hamilton estos valo- 
res de ren función de las q, tiabrá que tomar las variacio- 
nes respecto á las í/ y q' por el procedimiento de la diferen- 
ciación de las funciones compuestas. 

De modo que para una T cualquiera tendremos 



ÍT -. 'jT{q,q ) - —— «?, + -— 0«, 
dq\ dq. 



dq„ 



dq' 



- «?', + 



iq'. 



. .. + 
<¡q. 



que para no compticar 1a escritura, y representando 1 una 
suma, que se extiende á todos los subíndices, podrá expre- 
sarse así: 

¡¡T , , .. dT ^ , 



>.T = 



dq dq 
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Pasemos ya al segundo término de la fórmula de Hamil- 
ton:£(X8x+ KSy + Zoz). 

Es claro que X, K, Z serán funciones de x^y, z; luego, 
poniendo los valores de estas cantidades, resultarán aque- 
llas funciones de las q. 

Por otra parte; tomando las variaciones de x,y,Zy resuK 
tará en general 

'^x = -— í</i + — — iq,+ + -— iq„,; 

dq\ aq^ dqm 



ó abr^iadamente , 



dq 



y del mismo modo, 



dq dq 



cuyos coeficientes son funciones de las q; luego ox, ^y, iz, 
serán funciones de forma conocida, puesto que lo son las 
«y P> T' respecto á las q; y funciones lineales de las iq. 

En suma, substituyendo los valores de las X, Y, Z y de 
las 8x, Sy, 8z, el térmíno 

^(Xix+ Yiy + Ziz) 
se convertirá en la siguiente expresión: 

6 abre viadamente , 

^^Q^. 

en que el signo 2) se extiende á todos los subíndices. 



Substitnyendo en la ecuación tle Hamtiton /, los do6 ttf- 
minos 

dg aq 

y 

resuitará 



^rH^^^'-'-^^'-H^' 



La primera 1) 6 sea la exterior, se refiere á las diferentes 
trayectorias, así como cada paréntesis de los que abarca - 
se refiere á cada una de estas trayectorias. Las segundas ^, 
es decir, las que están dentro del paréntesis, se extienden á 
todos los subíndices. Y, por último, la integral comprende 
lodos elementos difereneiales. respecto al tiempo, entre los 
llmites de dícha integral. 

En ésta aparecen las liq, gue son las verdaderas varíacio- 
nes indepeudientes compatibles con los enlaces y, adcmás, 
las variaciones de las q'. 

Pero estas últimas son funciones de las primeras, por- 
que q' es la derivada de q, y hay, por lanto, que eliminar- 
las en función de dichas variaciones independientes 3 ?. lo 
cual se consigue, como en todos estos casos del cálculo de 
variaciones, por una integración por partcs. 

Así lo hicimos en la demostración de la fórmula de Ha- 
mjlton y asl to vamos á hacer ahora. 

Consideremos, pues, el término 6 q' que es el único 

dq' 

que contiene Sfl'. 

A éste se le puede sujetar á las siguientes transforma- 

ciones: 



Ji, dq' Ju dq' dt 

porque no debemos olvidar que q' = — ^. 
Invirtiendo el orden de d y </ é ÍRtQgr«ndo por ptrtMi 

ríLiiL¿t=r^É^dt= 

X dq' dt X dq'. dt 

Idq' ^u X Jí_^q,dt. 

dt ^ 

Pero la primera parte es nula, porque los puntos extre- 
mos de la trayectoria real y de la trayectoría virtual coinci- 
den para f o Y ^ > ^' 

puesto que . 



Queda la ecuación de Hamilton convertida en 

d^ 



dt dq 

6 bien cambiando signos y no dejando más que dos S: una 
exteríor, que se extiende á todas las trayectorias, otra inte- 
rior, que se extiende á todos los subíndices, 

20 



■ -^j ■ . « 
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Como todas las de iq son independientes y pueden tener 
valores arbitrarios en cada elemento de la integral y distin- 
tos vaiores, arbitrarios también, al pasar de un elemento á 
otro, la ecuación anterior no quedará satisfecha sino redu- 
ciéndose á cero todos los coeficientes de las og para todüs 
los elenientos de la integral: 

Asi, en general, 



dl dq 



•dq 



que comprende tantas ecuaciones como subíndices; es decír, 
como incógnitas q. 

En vez, pues, de la ecuación anterior, podemos escribít 
las ecuaciones siguientes: 

j dT 



dq\ 


dT 


-Q,=0 


dt 


dq. 


d¿I- 
dq\ 






dT 


0. — 


dl 


dq, 




1 •"" 












dq'. 


dT 


- 0„ -0 



df 



dqn, 



es decir, m ecuaciones que integrar. que nos darán en fun- 
ción de t los valores de ^, q^ ?„■ 

Estas son las ecuaciones de Lagrange. 

Fijémonos bien en su estruttura y en el modo de formar- 
las para evitar dudas y confusiones en misoyentes. 
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La funcíón T en cada elemento de la integral, es la suma 
de cantidades de esta forma: 

i-((fr+(^)"+(f)> 



en la que deben substltuírse las tres componentes de la ve- 
locidad por sus valores deducidos de las ecuaciones que de- 
terminan x, y, z en función de las verdaderas variables in- 
dependientes ^i, q^ qm- Estos valores hemos visto que 

son lineales respecto á — ^, — ^, ... —^; podemos escri- 

dt dt dt 

birlos así 



dx dqi , dq^ , dq 



fli -TT- + 02 — rf -f o 



m 



dt ' dt ' ' dt ' "' dt ' 



en que ai, a^, 0^... son funciones de forma conocida en qi, 

, . da da 

q% qm, á saber, -— , — - 

dq^ dq^ 

Si las derivadas de q las representamos, para abreviar, 

por q\ tendremos: 

dx 

-T-r = Oi Q\ + «29^2 + + fl/n q'm, 

dt 



y análogamente, 

= biq\ + b^q'i + bmq'n^, 



dt 

dz^ 

dt 



= Ciq\ + c^q^ + Cmq'„t' 



Por lo tanto, el término de T^ que estamos considerando, 
será: 



i - j* *. . i . 



- x»- 



í<(fí+(f)"+(f)')= 



dt ) \ di ) \ dt , 
m Í0.9'. + a,q\ + + a„g'„] 

-j íbtq\ + b,q\ -\- . , + f,„q-y 

H {c,q\ + c,q\, + -f f„,v'n, j . 



Desarrotlando esta expresión, vemos que resultará nna 
función homogénea de segundo grado, respecto á las <¡', 
porque no entrarán más que cuadrados y productos: 

Q'i'.'}'/ '/'i.Q'? 

Los coeficientes serán, como sabemos, funciones de for- 
ma coiiocida, que contendrán las q y que serán distintas en 
cada ejemplo, dependiendo de la forma de a, [i, y, 

La primera operación que iiay que efectuar sobre 7" es di- 
ferencíarla respecto á las q', lo cual no ofrece dificultades, 
puesto que la forma es conocida. 



Asi, pues, 



dT 
dq- 



será una función de las 9 y de las 1 



llamémosla / (q, q'), y, por lo tanto, 



dl' dfj q.q-) 
dt dt 



Al diferenciar /respecto al tiempo, advirtiendo que/es, 
como acabamos de ver, de forma conocida, tendremos, po- 
niendo todas las q y q' en evidencia, 



<¡f(ll.l') ilH<l„ll,...q^,g\.q\ 



1\) 



df 



1f H, 
dg, dl 



dli dg^ dq, 



Jf_ M^ 
dq', dl 



df 









dq 



1 decir, una función en que entran q, q' -- — "-, 
dt 
d^-q 



dP 



, 6 sean las derivadas de segundo orden de las q. 



A eslo se rediice la primera parte de cada una de las 
ecuaciones de Lagrange. 

En el segundo término no entrarán más que las q y 

dq 

las q' que entran en T, y !a diferenciación no ofrece dificul- 

tad, puesto que la forma de 7" es conocida. 

En suma, cada una de las ecuacíones de Lagrange es una 

ecuación diferencial de segundo orden, y lodas ellas juntas 

constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales de se- 

gundo orden simultáneas, de las variables q,, q^..., q„ in- 

dependientes respecto á los enlaces. Todas son funciones 

desconocidas aún del tiempo /, y, precisamente, en obtener 

eslas funciones pur la integración, consiste la solución del 

problema, porque conocido ^i, g¡...,q„ en función de /, las 

funciones ot, ^, ^, darán, para cada instante, las coordena- 

das X, y, z... de cada masa móvil. 



u 
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Sin embargo, algo tenemos que decir todavia sobre el ii!- 
limo término Q de cada ecuacíón de Lagrange. 

C6mo se determina cada Q, ya lo hemos explicado; pero 
hay un caso particular en que debemos fijar nuestra alen- 
ción. 

Este último término que estamos considerando, procede 
de la transformación de coordenadas del último término de 
la ecuación de Hamilton, que es la suma de trinomios de 
esta forma: 

XSx + Kíy + Zfi¿. 

Pero en aigunos casos, los más iniportanles dada la tii- 
pótesis mecánica, X, Y, Zson funciones de forma particu- 
lar; es decir, que son las derivadas de una cierta función, 
dz X. y. z, que WamarQmos /unción de /uerza 6 /unción po- 
tencial, con signo cambiado, y que designaremos por 

-Uix.y,z). 



De modo que en este supuesto 
dx 



dy 



dx ' 



y síilo por dar más sencillez á los enunciados, se pone en 
evidencia este signo menos: es puramente cuestión de nota- 
ciones. 

Dicha observación se enlaza con un principio fundamen- 
tal de Meeánica, y fundamental todavia en la explicación 
mecánica de los fenómenos del Universo, y, es claro que, 
por hoy , no podemos tratar la cuestión en general , y hemos 
de limitarnos á algunas indicaciones sobre puntos especía- 
les, enlazados con nuestro objeto. 

Para no ir completamente á ciegas, pongamos un ejem- 
plo. Supongamos que el sistema se reduce á un punto, el 



cual, bajo la acción de una fuerza, F, cuyas componentes 

serán X, Y, Z, describe determinada trayectoria. 

Las ecuaciones del movimiento de este punto sabemos 
que son 

m --= X, 

dt' 

d-y V 

m — ^ --- Y, 
dt' 

m = z, 

dt^ 



que en la hipótesis que consideramos se convierten en 



d'x dU 

m 



m 



dP dx ' 

d'y dU 



m 



dt' dy ' 

d'z dU 



dt^ dz 



Si multiplicamos, respectivamente, por 2dx, 2dy, 2dz 
y sumamos, resultará 



m 



/ 2dxd^x 2d yd^'y 2dzd'z \ 
\ dt'- ' dP dt^ ) 



^í dU . , dU , , dU ,\ ^,,j 

^ ~2[——dx-\-——dy + ——dz\= — 2dU, 

\ dx dy dz ) 

é integrando y observando que en el segundo miembro en- 
tra la diferencial total de U, y que, por lo tanto, sw integral 
será la misma función, tendremos 

f((f^(i)'+(f)>— 
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El primer miembro es la semifuerza viva del punlo m, a^ 



Supongamos que para ei instante t„, la velocidad es u, y 
el valor de ia función í/es í/n. tedremos 



y eliminando C, 



■ + í/- 



- £/o + c, 



-Uo-U, 



~ + fJo- 



Luego, para cualquier instante, la suma de lafuerza viva 
y de ia potenciai U es la misma que para el inslante iniciíd, 
ó sea 

\ U = constante. 



Esta suma tiene una tmportancia exlraordinaría en la apli- 
cación de la Mecánica á los problemas de la Fislca. 
\_ 
2 

nética ó actuai, y es la que se manifiesla bajo farma de mo- 
vimfento. 

La segunda parte, U, tamblén recibe el nombre de ener- 
gia, pero de energia poíencial. En términos de escolástica, 
puede llamarse energía que esíá en potencia, también pu- 
diera decirse que está almacenada, ó latente; en suma, qut 
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no está en acto; es como un resorte que se halta compritni- 
do, y que cuando se extienda realizará un trabajo. 

Puesto que la suma de los dos términos es constante, 
todo lo que uno aumente disminuirá el otro y reciprocamente. 

Aumenta la fuerza viva del punto M, pues en otro tanto 
ha disminuido la potencial U: cs que una parte de la ener- 
gia potenciat se ha hecho energia actual ó cinética, lo cual 
quiere decir que se ha convertido en fuerza viva. 

Por el contrario, la fuerza viva disminuye, pues toda la 
cantidad en que disminuya es aumento para f/. Ha dejado 
de ser energía cinética ó actual y ha pasado al estado Jatente 
ó potencial; se ha almacenado en el resorte que constituye 
la fuerza F, 6 A que puede asemejar'se. Y estas transforma- 
ciones se efectúan.por decirlo así, por el trabajo de las 
fuerzas X, Y, Z. Este trabajo es el que unas veces se trans- 
forma en fuerza viva, otras veces se almacenan en la fun- 
ción U. 

Esto que hemos dicho para el movlmiento de un punto, 
puede generalizarse para un sistema. 

Pero hay muchos casos que considerar: 1.°, los sistemas 
de puntos libres; 2.°, los sistemas sujetos á enlaces, pero en 
que no entra el tiempo; 3.", sistemas sujetos á enlace, pero 
cuyas ecuaciones contienen la variable /, es decir, que va- 
rian de un momento á olro, y 4.", por último, hay que estu- 
diar la naturaleza de Ui^xyz), según sea ó no uniforme. 

Todo esto no podemos estudiarlo ahora y queda para el 
curso próxlmo. 

Nos contentaremos , pues, con lo dicho, consignando que 
en general. y salvo la discusión que en su dla haremos, en 
tos problemas de Mecánica con apticación á la Fisica, se es- 
tablece el teorema de que para cualquier sistema lasuma de 
la energla cinéíica y de la energia potencial es constante. 
A este teorema se le designa con el nombre de principio de 
la conservación de la fuerza, ó con más propiedad, de ía 
conservoción de la energia. 
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No olvjdenios que esto supone que las componenles de 
cada fuerza f son las derivadas de una función í/(x, y, z), 

es decir, 



,V = 



dU 
dx ' 



dU 
dy' 



dU 
dz ' 



Claro es que si la functón potencial es U, la función de 
fuerzas será —ü. 

C/ representa en cierto modo el trabajo almacenado ydis- 
pueslo á actuar; en cambio, - U representa el trabajo des- 
arrollado, porque hemos supuesto 

- dUix.y.z) -- Xdx t- Ydy t Zdz. 

El signo es puramente convencional , como dectamos: 
si + í/ es la función potencial, ó sea el trabaio latente y 
almacenado, claro es que - U será el trabajo desarrollado 
y consumido en dar velocidad á las masas, ó de lo que he- 
mos llainado la función de las fuerzas. 

Tanta importancia tiene !a condición precedente, es decir, 
ta de que la expresión anterior sea una diferencial exacta, 
que en un sistema en que no se verificase sería posible el 
movimiento continuo. 

Si U, para los mismos valores de x. y, z, pudiera tener 
dos valores distintos, podria construirse una máquina de 
movimiento continuo y crear trabajo indefinidamente. 

Supongamos, para fijar las ideas. y en el supuesto siem- 
pre de que el sistema se reduzca á un punto A (fig. 46), que 
éste al pasar de, A á B por el camino A CB, diera lugar á un 
trabajo de la fuerza F á\o largo de dicha linea, cuyo valor 
numérico positivo fuese Uoi y al pasar también del punto A 
al punto B por otra Ifnea AC'B, desarrollase otro trabajo 
Ui > í/d, de suerte que en el pnnto B la función U tuviera 
estos dos valores distintos. 



Pues en este caso, construyendo una máquina que contu- 
viera ambos caminos, haríamos partir al m6vil del punto B, y 
contrarrestando el trabajo Uo, consumiendo, por lo tanto, un 
trabajo iguai y conírario a1 que desarrolla la fuerza al re- 
correr la linea A CB, y tiaciendo al móvil que recorra dicha 
línea, conseguiríamos que viniese al punto A, y después, 
guiando al móvil por la linea /ICB, la fuerza desarrollaría 
un trabajo igual á U,. Es decir, que consamiendo un trabajo 
Uo habfamos obtenido un trabajo mayor: U¡. 

Por lo demás, como las curvas supo- 

nen fuerzas normaks á las mismas, y el 

trabajo de estas fuerzas es nulo, porque 

es nula !a proyecci6n del elemento de la 

curva sobre dicha normal, claro es que 

no Iiay que contar con este trabajo y 

sólo queda el de la fuerza F. Suponemos 

además que no hay resistencias pasivas. 

Lo que hemos dicho sobre los puntos 

lura 4fl. -^ y S. pudiéramos decir para dos super- 

ficies de nivel í/(x, y, z) = constante. 

) todo esto lo trataremos más exlensamente en olra 

isión. 

Lo dicho sólo tiene por objelo que no les coja de sorpre- 
B á rais oyenfes la condición que vamos á establecer en toda 
lótesis mecánica, que será siempre la de la conservación 
a energia. 



r Sólo diremos, como ampliación á lo expuesto, que todas 
i faerzas centrales y funciones de las distancias. tienen 

^nción de fuerzas, es decir, sus componentes son las deri- 

vadas de una función de x.y. z. 
Eslo se demuestra inmediatamente. 



k. 
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Por ejemplo, sei/(r) la fuerza entre dos puntos de 
masa m y m'. 

Sus componentes serán , siendo x, y, z las coordenadas 
de m, y 0, 6, c ta de m'. 



/M- 



/W- 



!(')- 



Sea f(r)=F(V(í-a)'-t- (>■-(.)• + (z-c)') un> 
fancián de x, y, z, quc pr»tendemos determmar con 1a con- 
dición de que sea función de fuerzas; es decir, que sus de- 
rívadas coincidan precisamente con las tres componentes 
anteriores. 

Será necesario que tengamos: 



'¡F(r) 



dF 



dF_ 



-I(r)- 



= f(r)- 



dF(r) 
dx 



■F(r)- 



<lF(r) 
dy 



'F(r) 



dx 
y-b dF(r) 

r ' dz 



F-(r)- 



'F-(r)- 



luego basta que Fir) sea tal que F'(r) =f(r) para conse- 
guír este objeto. 

Y como F(r) es arbitraria, la dedticiremos de la ecuación 
anteríor, y su forma será; 



F(r)-Jf(r)dr. 



Si/ír) = — , por ejemplo, F(,r) será - 




-JIT- 

Terminada esta cuesttón incidentaj, volvainos áloqiM v«- 
nlamos diciendo respecto al últímo término Q de la ecuación 
de Lagrange, para el caso en que existe una función de 
fuerzas. 

En esta hipótesis hemos dicho que 

S (Xdx + Ydy + Zdz) = -¿ dlferencial total U (x, y, z). 

y la eliminación de x, y, z puede haceise con suma facilidad, 
Tomemos uno de los trinomios 



,rfi, + Y,dy, +Z,dz¡ 



dU . , dU , , dU . 

tfx, H dy. ~\ dz, 

dx, dy, dz. 



substituyendo los valores dx,, dy,, dzi, rtsuHará: 

dx, \díí, dq, dg„ } 

f-¡— -r^''?i + -7^''?.+ +-~rf?«) + 

dy, \dg, dg, dq„ I 

, dU / d-f, , , di, , , , d;, _, \ 

+ -^\-r-dq,+-i^dg,+ + ~- dqA. 

dz, \ dg, dg, dg„ } 

ordenando según las dg 



dxt dq, dy, dqi dz, dq, } 



como a es la función que expresa x, ^hdey.y yíaáe z, 
resutta que el coficierrie de dq, en la expresiún anteríor sera: 

dXt dq¡ dyi dq, dzt dq. 



H tft/ d. 



Repitiendo esto para todos los témilnos de 

^{Xdx + Ydy + Zdz) 

deducjremos que el coeficiente de dq^, es decir, Qi será 

dU rfXi dU dy, dU dz^ 
dxj dQi dy, dq, dz^ dq^ 
, dU dx, , dU dy^ dU dz^ 



dx^ dq. 



dy^ dq^ dz^ dq^ 

dU 
" dq,' 



puesto que la función potencial es U(x,,y,,z,^x^,y^,Zi„JS 

En este caso, pues, pueden escribirse las ecuaciones de 

Lagrange bajo esta fomia: 



dT dT 



dt dq' 



dq 



dU 
dq 



advirtiendo que hay que considerar á U como una función 
inmediata de x, y, z...., siendo estas variables funciones de 
las variables independientes con relación á los enla- 
ces 9, íi ... q„. 

Tenemos, pues, todos los elementos necesaríos para que 
mis oyentes comprendan sin dificultad el teorema de Poin- 
caré, que expondremos en la conferencia inmediata, la cual 
será la úitima de este curso. 

Pero considerábamos indispensables estas explicaciones 
para justificar la condÍci6n que pondremos siempre al apli- 
car la hipólesis mecánica á !a resolución de cualquier fenó- 
meno fisico, á saber, la conservación de la fuerza, ó dicho 
con más exactitud, la conservación de la energia. 

Principio que no hemos podido más que indicar ligera- 
mente y al cual daremos más adelante todo el desarroUo que 
por su transcendencia creamos necesaría. 




Conferencia déoin 



Señores; 



Hemos dicho varias veces, que al estudiar un fenómeno 
de Física, se marcaii desde luego cierto número de paráme- 
tros, de los cuales puede decirse que el fenómeno depende, 
, que determinan todas las circunstancias del mismo. 
■ Pero ocurren varios casos. 

W- 1." Puede suceder que estos parámetros sean indepen- 
dientes del tiempo; 6 mejor dicho, que estudiemos el fenó- 
meno físico para un instante determinado, y que para ese 
inslante los parámetros tengan vatores determinados tam- 
bién, sin que al estudiar el problema nos preocupemos de 
cómo varían con el tiempo ni cómo en función de / pasan 
de un instante á otro. 

Lo que buscamos en estos casos es la función, ó las fun- 
ciones anaJíticas, que enlazan los parámetros en cuestión, 
para saber cómo cambian unos en función de los otros, sea 
cual fuere el instante que se considere, 

Este era el caso del problema de los gases. Allf entraban 
tres parámetros: prcsión, volumen y tempfratura. y lo que 
nos esforzamos por encontrar, ya por los mélodos de la Ffsi- 
ca experimenfaf, ya por las hipótesis y los cáiculos de la 
Física matemática, fué la relación entre p, v y T, sin hablar 
para nada del tiempo en aquella ocasión. 

Y lo mísmo pudiéramos decir de algunos otros ejemplos 
que hemos presentado en esfas conferencias. 

Y, sin embargo. en casi lodos estos problemas ia variable 
tiempQ estaba conlenida. porqiie los problemas de la Ffsica, 
mejor dijéramos, los problemas de la Naturaleza, más son 
problemas de Dinámica que de Estática. 

La Estática es una verdadera ficci6n de la Mecánica, aun- 
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que utiUsÍtna y fundamental en esta ciencia; es, en suma, ufl 
estado ideal en que se prescinde del tiempo. Mas, en rigor, 
los fenómenos son eminentemente variables con /. 

Así, en el problema de los gases qiie acabamos de citar, 
la lemperatura es una fuerza viva, y, por lo tanto, contiene 
en si el tiempo; y lo mismo pudiéramos decir de la presión, 
aunque ae asemeje á una fuerza instanlánea. Estas coneJde- 
raciones se apfican á todos los problemas de la Tennodi' 
námica, pues aunque en ellos no aparezca el liempo, se con- 
sideran estados distintos en que varfan )a prestón , el volu- 
men, la temperatura, y estos tres parámetros con el tiempo 
varian. Lo que hay es que no nos preocupamos de !a tey de 
sus variaciones, sino de su estado final. 

Muchas veces no aparece el tiempo en esta clase de pro- 
blemas, aunque implfcítamente en ellos eslá comprendido, 
porque se toman valores medios en un intervalo determina- 
do, y éstos son los únicos que en esta clase de problemas 
se consideran. 

Cuando se estudfan fendmenos 6 funcíones periódicas 
y se abarca el pwriodo, el iiempo desaparece, porque se re- 
pite en igualdad de condiciones. Pudtera decirse, filosófica- 
mente, que el perlodo es superior al tiempo, lo anula, ha- 
ciéndolo igual asimismo en cada espacío del periodo en 
cuestión. 

Esto sucede precisamente con la temperatura, puesto que 
depende del valor medio de 1a fuerza viva de cada molécula. 

De todas maneras, en este caso las ecuaciones que ex- 
presan los fenómenos ffsicos son muchas veces ecuaciones 
en términos finitos entre los parámetros correspondientes. 

2." Puede suceder también, que el fenómeno fisico que 
se estudie esté determinado por cierto número de paráme- 
tros; que se busquen relaciones entre ellos independiente- 
mente del tiempo, es decjr, para cada instante determinado, 
pero que dichas relaciones no sean funciones en térmfiK» 
Snitos, fiino ecuaciones diferenciales en tas que entren tales 
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parártietros. y además los coeficientes diferenciaíes de unos 
con relación á ofros, ó sea las derivadas de los parámetros 
dependientes con relación á los parámefros que se conside- 
ran independientes. 

Toda la Termodinámica es un ejemplo de este caso. 

Por lo demás, pudiéramos aqui repetir lo que fiemos indi- 
cado eii el ejemplo anferior. EJ fiempo, como variable inde- 
pendienfe, si no entra en las ecuaciones diferenciales implf- 
cifamenle. esfará confenido en todos los accidenfes del fen6- 
meno, y si no aparece en las fórmulas, acaso sea porque se 
toman valores medios correspondienfes á un intervalo de 
tiempo determinado. 

3." Se presenta ofro caso que en rigor es 6 debiera ser 
el más general y casi nos atreveríamos á decir que el único. 

Y es aquel en que las ecuaciones obtenidas, por de con- 
tado por procedimienfos empíricos, es decir, por los proce- 
dimientos de la Física experimental, como tantas veces he- 
mos explicado, son ecuaciones diferenciales , que contienen 
los parámetros y sus derivadas con relación al tiempo, y ca- 
sos pudiera haber en que contuvieran además las derívadas 
de unos con relación á otros. 

Este caso en que las ecuaciones de un problema de Flsica 
son de! tipo 



dqi dq.. 



d-'g, d-q^ 



= 0, (1) 



es precisamenfe el que corresponde, por ser el más general 
al teorema de Mr. Poincaré, que vamos á explicar en esta 
conferencia, no con fanta extensión como quisiéramos, ni 
como merece por su imporfancia y por e! ilustre nombre de 
su autor, pero si con la suficienfe para que mis oyentes pue- 
dan formarse ima idea exacta de su tendencia y de su signi- 
ficación. 




Asi, pues, decimos que el fenómenode Física que consi- 
deramos está expresado por un grupo de ecuaciones ani- 
logas á la ( I ). 



Supongamos que se presenta un problema de Física y que, 
como explicábamos en la primera conferencia, se determinan 
los parámetros que al fenómeno en cuestión van unidos y 
de los que en cierto modo depende su estudio. 

Sean éstos 

'í..<í;.</i í/n- 

Supongamos que por los métodos experimenfales, y esto 
también lo explicábamos en nuestras primeras conferencias, 
se determina cierto número de ecuaciones drferenciales del 
tipo de la anterior, que si hay que determinar todos los pa- 
rámetros en función del tiempo, serán en número n. 

Hasta aqui el método de la Ffsica experimental, que tan- 
tas veces fiemos explicado: una serie de experimentos deler- 
minan las ecuaciones. EI matemático después las integra; 
ninguna gran fiipótesis, al menos tiipótesis de conjunto, ha 
intervenidü en la solución. 

Pues propongámonos resolver el problema aplicando á él 
la hipótesis mecánica. 

Esto lo que quiere declr, si ha de haber concordancia eit- 
tre la Física experimental y la Física matemática, es que á 
las ecuaciones anteriores debe liegarse directamente, sin ex- 
perimento nrnguno, al menos en teoría abstracta, y supo- 
niendo tan súlo que el problema, sean cuales fueren sus apa- 
ríencias físlcas y sensibles, no es más que un problema de 
movimiento de masas con velocidades determinadas y bajo 
la acción de fuerzas determinadas también. 

¿De qué medios disponemos para ello? 
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I Podemos escoger tantas masas 



como queramos. es decir, que p puede ser tan grande como 
nos convenga. Si es preciso hasta un número infinito de 
masas. 

El valor numérico de cada una de ellas también es arbi- 
trario. 

Y es más, si no nos basla con las masas de las moléculas, 
de los átomos ó de las particulas ponderables, podemos 
imaginar nuevos fiúidos hipotéticos, como, por ejempo, el 
éter ó la electricidad ó algún flúido inductor. 

Y podemos descomponerlo en elementos y dar masas ar- 
bitrarias á esos elementos. 

Escogeremos, por últtmo, arbitrariamente, un sistema de 
fuerzas que hayan de actuar sobre dichas masas, pero de 
modo, según explicábamos en la última conferencia, que 
exista para ellas una función de fuerzas; y representando 
esta función de fuerzas por — U, las componentes serán 



dU 
dx ' 



dU 
dy' 



dU 

dz ' 



Con este conjunto de cantidades arbitrarias y de que po- 
demos disponer, constituiremos un sistema mecánico, cuyos 
movimientos estarán delerminados por p grupos de tres 
ecuaciones, como el siguiente: 



d*x, dU 




d'yi _ _ dU 



Hemos expresado las tres eciiaciones del movimiento rcs- 
pecto al piinto x,, y¡. z,: para cada punto de los p que for- 
man el sistema, tendremos un grupo análogo. 

Puesto qiie la hipótesis mecánica consiste.en que sean 
cuales fueren las apariencias del fenómeno físico, en cl fon- 
do no hay más que el movimiento de las masas m bajo la 
acción de las fuerzas indicadas, es evidente que las coorde- 
nadas de todos los puntos x. y. z. deben ser funciones de 
los parámetros q: por decirlo de este modo el elemento de 
1a mecánica en función del elemento fisico. 

Este es el espiritu de todos los problemas de la Fistca raa- 
temática, cuando se acude á la hiipótesis mecánica. 

Los accidentes del fenómeno fisico dependen del movi- 
miento de las masas. 6 sea de las coordenadas jc, >-, 2 y de /. 

Por otra parte, la experiencia da que estos mismos acci- 
dentes del fenómeno dependen de los parámetros 9; luego 
es evidente que todas las coordenadas del sistema depende- 
rán en cada instante de dichos parámetros, es decir, que de- 
beremos tener: 

X\=i,{Qvqi (¡n),y\^^x{<}uQi 9n).'i=rt(9>-9t 9«); 

JCj = a3(l/i,g, ín),J'. = Pa(?i-9s í«). 2í=rí(9i.9i 9-)i 

Xp-^ip{.qi,qt í/n),>'p^M9i'9í ')n),^p=ypiq,.gi 9«> 

Estas funciones a, fi, y son arbitrarias y de ellas podemos 
disponer como más nos convenga, para que el movimiento 
del sistema mecánico explique todos los accidentes y cir- 
cunstancias del fenómeno fisico. 



No olvidemos que n es un número determinado, 1a expe- 
ríencia lo determina. porque cada fenómeiio fisico depende 
de un número determinado de parámetros. 

En cambio, p es un número arbitrario que podemos esco- 
ger á nuestra conveniencia y que será mayor que n, en ge- 
neral. 

Luego, evidentemente, este es ei caso del movímiento de 
un sistema en que existen enlaces, y aquí Jas verdaderas va- 
riables independientes son los parámetros q. 

Luego s¡ en las ecuaciones dej movimiento eliminamoslas 
coordenadas x. y, z, vendremos á parar á las ecuaciones de 
Lagrange, que en este caso serán en número n: 



d dl dT dU ^Q 

dt dq\ dq, dq, 

JLJI..^J^^AIL-_o: (2) 

dt dg\ dq,¡ dq.¡ 



d dT _ dT dU 
dt dq'n dq„ dq„ 



Este grupo de ecuaciones debe dar las leyes del fenómeno 
físico en función de las variables q; pero las ecuaciones di- 
ferenciales entre estas variables obtenidas por los procedi- 
mientos de la Física experímental, también expresan estas 
leyes. 

Luego el grupo (2) debe ser idéntico al grupo (I), 6, por 

lo menos, equivalente; uno y otro deben dar los mismos va- 

lores para q^, q^ , q„ en función del tiempo, y el proble- 

ma podrá plantearse en estos términos: L". disponer de las 

masas m, y de su número p; 2", disponer de las fuerzas F, 

dU dU dU ,„ 

cuyas componentes son , , ; y 3. , 

' ^ dx dy dx 



disponer de las funciones a, ^, y de tal mudú, que el gni- 
po (2) coinctda con el grupo (I): 

Obsérvese qiie la forma de las ecuaciones (2) no es com- 
plelaxnente arbítraria; porque sabenios que Tes de la forma 



m'-mHW' 



en la que deberemos subslitutr las derivaciones de x, y, z. 
con relación á t, por sus valores deducidos de las funcfo- 
nes Ex, ft, Y, de suerte, que las ecuaciones del grupo (2), en 
rigor, son de esta forma: 



dl dq' 



Y tendreraos, en general: 

t/a rfg dqy cla dq, da dq„ 

dt ~ dqt dt dq, dt ~dq^ dt ' 

dl__jd^dqj_Jl^dq^ d? dq^ 

dt dqi dt dq^ dt '.' dq„ dt ' 

dy df dqt df dq, _l ''T ''9« 

dt ~~dq¡ dt dq, "dT ~dq^~dr' 



aplicables dicfias ecuaciones á todos los puntos p. 
Las funciones <^, ^,y y la íunción U, forman aquf Iss 



'Verdaderas incógnítas y están expresadas por diferenciales 
parciales, y de elias debemos disponer para que coincidan 
las ecuaciones diferenciales del grupo (2) con la del gru- 
po(l). 

Es esto posible? Pues el problema fisico tiene una ex- 
plfcación en la liipótesis mecánica, y podremos encontrar 
las dos funciones t/y T, de las cuales. la primera, conten- 
drá tan sólo los n paránietros í/, y la segtmda, estos pará- 
metros y sus derivadas con relación al tienipo. Adeniás T 
será homogénea de segundo orden por relación á dichas 
derivadas, como hemos hecho observar anteriormente, y 
como se ve en las ecuaciones que acabamus de escribir. 

Claro es que, según lo que henios explicado, el sistema 
mecánico escogido satisfará el principio de la conservación 
de ia energfa: 

T -\- U = constante. 

Si no encontramos funciones para Ty U tn las condicio- 
nes explicadas, e! problema no tendrá una explicaci6n en la 
hipótesis mecánica. 

¿Es esto tan seguro comoacabamos de afirmar? 

No lo es, y apuntaremos una idea sin discutirla, porque 
nos alejaria de nuestro objeto. 

Al fin y al cabo, las ecuaciones del grupo (I) son ecua- 
ciones deducidas experimentalmente, de suerte que darán 
valores numértcos aproximados, pero no formas algebrai- 
eas rigurosas. 

Si un método experimental da una elipse, y la verdadera 
curva que explica el fenómeno es una cicloide, es imposible 
hacer coincidir las ecuaciones de ambas curvas; cuando 
más, podrán coíncidir sus valores numéricos, por sus des- 
arrollos en series, en un cierto intervalo. 

Pero esta observación que hacemos de paso, no afecta al 
rigor ni á las transcendencia del teorema de Mr. Poincare, 
porque, en rigor, el leorema es éste. 



Supongamos que se han encontrado dos funciones T y U 
que cuinplen con las condiciones explicadas anteriormente, 
y que consiguen la coincidencia exacta ó aproximada de !os 
grupos de ecuacionesdiferenciales (1) y (2). 

Tendremos de este modo una sulución dentro de la hipó- 
tesis mecánica. Pues el teorema de Mr. Poincaré , afirma, 
que si se ha obtenido una solución, se pueden obtener infi- 
nitas soluciones; y esto es evidente, porque obtenido un 
valor para T, que, abreviadamente, representaremos por 
T(q\q), se puede hacer idéntica la ecuación 



. .... . ^ . da d'? df 

en que, segun antes dijimos, se tendra para , — ^, — ¡- 

dt di dt 
en general , 



dt _ di dq¡ d(t dQi 

~dr~~dq^ir ~dq¡~dr 



da dq„ 

dq„ dt ' 



áe infinitas maneras, puesto que disponemos de infinitas 
fimciones «, p, y. 

Asi, el eminente maestro Mr. Poincaré, no niega, ni la 
importancia de la hipótesis mecánica, ni su eficacia en mu- 
chos casos, ni su fecundidad, de que da muestras toda la 
ciencia clásica del siglo xix; lo que sí niega á estas solucio- 
ciones, es valor absoluto , y, en cierto modo, sentido mcia- 
físico. 

Si admitiendo una solución mecánica para un fenómeno 
fisico, á la par dc ella se encuentran infinitas soluciones, tio 
podemos asegurar que ninguna de ellas sea la verdadera. 

La realidad es ana , y no debe lener más que una explka- 
cidn; y si á ta inteligencia humana es dado encontrarla, la 



■*ncontrará con carácter de unidad, y no ciertamente un nii- 
|mero infinito de soluciones entre las cuales escoger. 

Tal es, si no liemos comprendido mal, el sentido del teo- 
Irema del ilustre maestro. 



Para que mis oyentes comprendan aün mejor el teorema 

l^ue acabamos de explicar, y sobre todo su última parte, 

' presentareinos un ejemplo sencitlísimo, un caso particular 

en que los cátculos son elementales. 

Supongamos un fenómeno fisico, que dependa de un solo 

Lparámetro q, y en que se salisfaga á las condiciones que 

Iquedan establecidas, tan sólo por et movimiento de dos ma- 

£ea5 m, m\ 

En estas tiipótesis, las ecuaciones de Lagrange se reduci- 
Ifián á una sota: 

, dT 
dq dT ^ dU _^^ 

dt dy dq 



Las ecuaciones que determinan tas coordenadas de los 
ftdos puntos serán: 

yi=íli(9) 
¿■i = Tt (9) 
JC! = «í(9) 

2í = Tí (9) 
Y la fonna de yserá la síguiente; 

2 \\dq dl) \dq dl ) \ dq dl ¡ i 
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+ 



2 L\ dq dt f^ \ dq dt )^\ dq dt / \ 



ó bien 

(1) 



+ 



H{^HtHt)m 



ó abreviadamente 

Supondremos, además, que la función U que ha de deter- 
minarse en función de x^, y^, z^, x^, y^, z^, satisface á las 
condiciones que exige el principio de la conservación de 
la energía, es decir, que en las ecuaciones del movimiento 
de las masas my rrí 

dt* 

n, ^'y^ V 

dt* 

m = Z, 

dt* 

n,'ÉlJk. y 

dtr 

' d*y, y, 
m — — = Y, 

dt^ 

m = z, 

se tiene 



dU 


y,= 


dU 

iy,' 


dz, 


dU 
dx,' 


K, = 


áU 
dy,' 


dz. 



Por olra parte, suponenios deterininada experímental- 
mente la ecuación diferencial que define el fenÓmeno fi- 
sico de que se trata, y suponemos, para aplicar el teorema 
de Mr. Poiiicaré, que la ecuación de Lagrange que liemos 
eslablecido cuincide cun esta últíma ecuación deducida de 
la experiencia, para los valores indicados «i, fl|.i'i, »._., ^1,^,^;, y 
para e! valor de U. qiie queda lambién determinado en fun- 
ción de q. 

Obtenida esta solución, veamos si pueden obtenerse otras 
varias; por ejemplo, tomando oiros cuatro puntos. 

Es decir, si en esta íiipútesis podemos dar á las a, fi, y de 
estos puntos valores que satisfagan á la ecuación 



?(í) 



m-M[%mm- 



+(4^^)')]. 



\dq dt j 



Comprendiendo la S los resultados de aplicar á ct, 3, y 
y m los sublndices 3, 4, 5, 6. 

En suma, estudiemos si con este niievo sistema de puntos 
materíales podemos obtener la misma T", que hace coincidir 
la ecuación de Lagrange con la ecuaclón obtenida experimen- 
talmente. 

La última ecuación puede escríbirse asJ: 



pero el parámetro q debe expresarse del mismo modo en 
función de /, ya se deduzca de la ecuaclón experimental, 
es decir, que tiemos oblenido expehmentalmente. ya se de- 
duzca de la aplicación de la hipJtesis mecánica con cualquier 
sistema de puntos. 

Asi, I — -^) será la misma cantidad en el primer miem- 

bro que en el segundo, y podremos dividir por ella; luego 
nos quedará 

y se reduce el problema á deterniinar las doce fuiiciones in- 
determinadas de q del segundo miembro, de modo que re- 
sulte 1a función que indica el primero. 

Y decimos doce funciones, porque hemos lomado cuatro 
puntos, pero pudieran ser tantas como quisiéramos. 

Sin embargo, si se tratase sóJo de masas ponderabtes, que 
todas debieran ser positivas, la muItipHcidad de soUicÍones 
podría en ciertos casos ser ilusoria, y no existir más que una 
solucidn, que sería la prímitiva. 

En efecto; supongamos que de los cuatro puntos dos de 
ellos coinciden con dicha solución prímitiva, y entonces la 
ecuación anterior podrá escribirse de este modo: 



Hq) = 



I . 



+ Í^H, 



"'mHthm']- 
'm'-mHm 



Pero como las a, p, y de subindices 1,2, son precísa- 
mente las que han dado para T el valor 'j (g) ( — -^ J como 
prueba la ecuación (I), podemos suprímir como iguates el 
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prírner miembro y la prímera parte del segundo, y quedará 
como condición á que deben satisfacer las a. 3, y con los 
subíndices 3 y 4, es decir, á que debeii satisfacer los nuevos 
puntos: 



i{%mm\ 



6 desarrollandü 






y como todos tos términos son positivos, será preciso que se 
tenga: 

= 0, -ílL_o, 



dH 
áq 


-0, 


dq 


dti, 
dq 


= 0, 


dq 



-0, 



dq 



= 0; 



es decir, que !os dos nuevos puntos x^ y^ z„ x^ y, z^ no se- 
rán funciones de q, sino que, en todo caso, serán puntos 
fijos. 

De todas maneras, el teorema subsiste, porque la hipóte- 
sis mecánica es tan amplia, que una de las dos masas m^ 
ó m^ pueden ser masas negativas de un flúido hipotético, y 
la condición quedará satisfecha sin necesidad de ser cero los 

I coeficientes diferenciales. 

Una discusión más amplia del teorema de Poincaré, pasa- 

I ria los límites naturales de estas conferencias. 



Hemos terminado nuestra tarea en el presenle curso. 

Hemos visto cuál es el carácter y cuáles las condiciones 
de la Ffsica experimental. Huir de las hipótesis; á ser post- 
ble, renunciar á ellas por completo; consultar sólo la realj- 
dad, ponerse en contacto con ella, deducir fótmulas que pre- 
cisamente habrán de ser empiricas, pero que por lo mismo 
que proceden de los hechos, á los hechos se aplican sin duda 
ni vacilación. En cambio, de aqui resulta que las fórmulas 
deducidas de este modo, carecen de generalidad, están en- 
cerradas, por decirlo de este modo, en el encasiltado de los 
hechos, y s»s formas analiticas es muy posible que sean 
completamente distintas de las que corresponden al fe- 
nómeno. 

Acaso se dirá á esto, que son primeras aproximaciones 
de Jas fórmulas verdaderas, como, por ejemplo, cuando son 
ecuaciones de primer grado, en que á la verdadera curva ó 
á la verdadera superficie, se subslituyen la tangente ó el 
plano tangente. 

El principal inconveniente del méfodo experimental, que. 
por !o demás, en la ciencia positiva es inevitable. y es dc 
inmensa fecundidad, consiste, en que por él no se ilega fá- 
cilmentc á las grandes leyes, es decir. á las leyes generales. 
que son las que cot;stituyen la unidad de la ciencia. 

Lo contrario hemos dicho y podríamos repetir para los 
métodos de la Fisica matemática: acaso no son tan seguros, 
no son tan sólidos; pero tienen una grandiosidad y una be- 
lleza estétíca indiscutible. Las hipótesis dan unidad, dan, si 
es permitida lafrase, bellezaestélica, hacen á la ciencia ama- 
ble y simpática, descubren Ó fingen horizonles inmensos y 
fortalecen la razón y la alientan, sin contar con que ajientan 
y guian también al método experimental. Todo esto lo he- 
mosexpuesto muchas veces y de muchas maneras en estas 
conferencias. 

En nuestra opinión, y claro es que respetamos la opinión 
contraria, aun cuando no participamos de ella, la hipótesis 
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mccánjca, es tnsubstituíble en la Física matemática; y hasta 
ahora no ha sido substituida por ninguna otra. 

Toda tendencia en sentido contrario. ha de tener uno de 
estos dos caracteres: 

l." O caer resuelta y excUisivamente en la Fisica expe- 
rimental, entregándose en absolulo á la ley empfrtca, dedu- 
cida de la pura experimentación; y entonces desaparece la 
Ffsica matemática por mucho cálculo y muclias matemáticas 
con que después se vistan y se adornen las leyes puramente 
empiricas y aunque se las dé el nombre de principios; ó 

2." Substituir al concepto de canlidaiJ el de cmlidad, mul- 
tiplicando este ijltimo índefinidamente á medida que los he- 
chos se vayan acumulando. 

Respecto al primer punto, nada tenemos que agregar á lo 
ya establectdo en otras ocasiones: es un procedimiento legi- 
limo, más que legilitno, necesario; es ia base sólida de toda 
ciencia positiva; es un germen fecundo de nuevos descubri- 
mientos, y es guía. regulador y comprobador de la Física 
matemática. 

No se dirá que le regateamos las preeminencias; pero, con 
todo esto, no hay motivo para abandonar para siempre los 
grandes métodos de la Fisica matemática, que son, á nuestro 
juicío, los iJnicos capaces de dar unidad y armonía y sentido 
ractonal á la Ciencia. 

Rcspecto al segundo, llamaremosla atención de nuestros 
oyentes sobre esta circnnstancia: que los grandes adelantos 
de la Fisica matemática y sus grandes triunfos, han consis- 
tido siempre en substituir al concepto de cualidad de la an- 
tigua Fisica. y aun de la iWetafisica, el concepto de canlidad. 

Todo lo que sea restringir el campo de las cualidades, dan- 
do la preferencia en 1o posible á la cantidad, es dar á la 
Ciencia carácter matemático. 

Porque, aunque las Matemáticas comprenden algo más 
que las leyes de la cantidad, como hemos explicado en otro 
tiempo y en otras ocasiones, aun asl y todo, las aplicaciones 



más vastas de las Mateináticas á los fenómenos de ía Natu- 
raleza, á la canlidad se refieren. 

Las leyes de la cualidad, y también pudiéramos dacir de 
la calidad, no son leyes a priori, como iio sea en la Metafl- 
sica antigua. 

Como no se acuda á la experíencia, un cerebro humano, 
por potente que sea, en el vacío no puede crear a priori ni 
la electrícidad, ni el calor. ni el magnetismo, ni la luz; y 
puede, en cambio, forjar a priori el tríángulo y sus propie- 
dades: y claro es que prescindimos del origen de la Geome- 
tría y sólo tenemos en cuenta el estado actual de la inteli- 
gencia del hombre. 

Si liay htp61esis, si hay teorias, s¡ hay leyes que puedan 
demostrarse sin el concurso de la experíencia ó con el me- 
nor concurso posible, todo esto en las Matemáticas iia de 
buscar su fundamenlo. 

Y esta es una de las grandes ventajas, como tantas veces 
hemos procurado poner en evidencia, de la hipótesis mccá- 
nica. 

¿Es acaso independientc en absolulo de! método experi- 
mcntal? 

Ya hemos dicho que no¡ pero no se nos negará que la 
parte experímental de la Mecánica, es minima en compara- 
ción con el papel que la experíencia representa en las demás 
ramas de la Ciencia. 

Por eso, explicar los fenómenos de la Fisica por fen6me- 
nos de la Mecánica, es simplificar las dificultades, es pro- 
curar la unidad, y es ir convirtiendo cualidades en canti- 



¿Quées más claro para la inteligencia humana? ¿Qué la 
satisfacc más? ¿Decir que el calor es una substancia que 
tiene tales ó cuales cualidades en número indefínido, ó decir 
que el calor es una cantidad de fuerza víva? 

Con esto no se pretende penetrar en absoluto, porque se 
empieza declarando lealmente, que no se sabe lo que es la 



masa, ni el espacio, ni el tiempo de donde resulta la ve- 
locidad; pero es preferíble, repetimos, para la inteligencia 
del hombre, á teoer cuatro enigmas: 

masa, iiempo, espacio, calor, 



reducir los cuatro á tres, 

masa, espacio, tiempo. 

Pues esto podríamos repetir para todas las ramas de la 
Fisica. 

Y si todas ellas pudíeran explicarse racionalmente por 
cuatro 6 cinco factores comunK, por ejempio: 

maferia. éter, ftierza, espacio, tiempo. 

y nada más; ¿no serfa un triunfo inmenso para la Ciencia 
reducir sus incógnitas á cinco en vez de tener tantas subs- 
tancias, tantas cualidades, tantos enigmas, 6 tantas íncógni- 
tas como fenómenos existen ó van apareciendo? 

Y querer anular la prímera tendencia favoreciendo la se- 
gunda, ¿no es trabajar por el retroceso científico? 

Claro es que con esto no se pretende crear una nueva 
Metafísica, la Metafísica de la Mecánica, por decirlo así, 
para explicar con la Mecánica el Universo. En el Universo 
iiay algo más que Mecánica: ciego y presuntuoso sería el 
que defendiera exclusivismo tan absurdo. 

Pero no liay que negar que la Mecánica es m factor co- 
mün de todos los íenómenos del mundo inorgánico. 

Dice un autor inglés, y esto se ha dicho ya muchas veces 
bajo una íi otra forma, que toda ciencia parcia!, es algo así 
como una sección de prueba dada en la masa del Cosmos á 
ver qué resulta en dicha seceión; como s¡ se cortase un mi- 
neral ó una piedra, un bronce 6 un acero, para ver ej aspec- 
to y la estructura interna del objeto en estudio. 
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Y aquí puede agregarse que las ciencias parcjales son 
secciones diversas del Universo en diversos sentidos para 
ír adivinando lo que contiene la masa cósni¡ca,si podemos 
expresarnos de este modo. 

Pero hay secciones, siguiendo esta imagen, que interesan 
poco, y relativamente descubren poquisimo, yson limitadas 
y parciaJes; y hay secciones que llegan á todas partes, que 
penetran mucho, que descubrcn, por decirlo así, lo univer- 
sal impregnando lo particular, y quizá ninguna de estas 
secciones puede competir en fuerza sintética y en caráder 
universal con la Mecánica. 

Por éso no hay fenómeno en Fisica ni eu Qulmica enque 
la Mecánica clásica, ü otra mecánica más amplia, la Mecá- 
nica de la fuerza ó la Mecánica de la energia, no esté pal- 
pitando. 



Hay más todavia, la Jnteligencia humana liene facultades 
creadoras, y se gobiema por la Lógica en general y por las 
Matematicas en particular. EI que desprecia la Lógica, aca- 
so tendrá razón en despreciarla; pero lo mejor que puede 
hacer es irse á un manicomto á ejercitar sns facultades su- 
períores. 

La inteligencia humana es creadora, no diré de realidades. 
pero sí de sistemas, y puede forjar, y tiene derecho á for- 
jar un mundo á su capricho, cun tal que lo defina de lal 
suerte, que, en el contenido de ese mundo imaginativo no 
exista, ni imposibilidad. ni contradicción I6g¡ca; y, por lo 
tanto, ese mundo deberá eslar sujeto á las leyes de las Ma- 
teméticas, porque á ellas está sujeta la razón humana, en 
cuanto es razón humana. 

Y luego puede aplicar ese mundo imaginario al mundo 
real y ver si ambos ajustan ó no ajustan, y si ias combina- 
ciones del primero representan, y aan más, si pueden prt- 



ver reaUdades delsegundo; y en este caso, aunque el mun- 
do de la imaginación haya sido formado arbitrariamente, no 
podrá negarse que es una especie de símbolo de la Natura- 
leza con todas las ventajas, aunque con lodos los inconve- 
tiientes del simbolismo. 

Será algo parecido, aunque en esfera más alta, á esos mo- 
delos mecánícos á que los grandes sabios ingleses son tan 
aficionados, y en que representan materialmente la electri- 
cídad, el magnetismo, ía luz y hasta las ondas herizianas. 
Sobre eslo dijo cosas muy dignas de meditación el ilustre 
Lord Kelvin, gloria de la ciencia. 

Pues en todo esto, eii ta inmensa labor del último siglo, 
está palpitando la JVlecánica, y en ninguno de los descubri- 
mientos modernos, ni en ninguno de los conceptos moder- 
nisimos, ni en los iones, ni en los electrones, ni en los cor- 
püsculos. ni en los rayos catódicos, ni en los rayos X, ni en 
los rayos u, '^, •( del rádium, ni en las emanaciones, ni en la 
teon'a giroscópica del éter, ni en el más Ínsignificante ele- 
mento de la Fisica moderna, se prescinde de la Mecánica, 
nl aun á costa de dificuitades y contradicciones, que al fin 
resultarán aparentes. 

Todos los trabajos modemos están impregnados de Me- 
cánica; y es más. la Mecánica racional parece inquebranla- 
ble como primera aproximación de los fenómenos. 

Aproximación decimos; ¡quién piensa en lo absoluto! 

Es decir, pensar. todo el mundo piensa, y desdichado del 
que voluntariamente se corie las alas y se encorve hasta to- 
car la tierra con la frente. 

Pero, en fin, con la hipótesis mecánica, al menos hoy por 
hoy, nadie pretende penetrar en lo absoluto. 



Dos palabras más para concluir esta conferencia y para 
concluir este curso. 
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Con el teorema de Mr. Poincaré hemos demostrado: que 
s¡ uii fenómeno de la Fisica puede expücarse con la hipóte- 
sis mecánica, la solución no será única, porque habrá otras 
infinitas soluciones que expiiqnen el mismo fenómeno. 

Esto dice, y esto debe decir, una crítica severa é impar- 
cial como la del cminente sabio á que nos referimos. 

Pero desde el momenlo en que con ía hipótesis mecánica 
no sc pretende realizar lo imposible, explicar lo inexplica- 
ble, pronunciar la última palabra en una ciencia definitiva, 
la hip6fesis mecánica es legitima y es fecunda, asi lo reco- 
noce el ilustre aulor, y asi lo practica en la inmensa labor de 
sus admirabJes obras. 

Mas permitaseme exponer una idea para terminar. 

Aunque las soluciones mecánicas sean muchas para de- 
terminado fenómeno, ¿no podrán agruparse y clasificarse en 
familias? 

Las soluciones mecánicas, ¿son infinitas, desordenadas y 
arbitrarias, 6 pueden ordenarse, clasificarse y no podría de- 
mostrarse que obedecen á una ley? 

Infinifas son las integrales de las ecuaciones diferenciales 
parciales. pero tienen sus leyes de coordinación. 

Y creo yo que la hístoria de ias hipótesis pudiera demos- 
trar, que ía hipótcsis, como las especies vivientes, tiene su ley 
de evolución también. 

S6Io apunto la idea, no pretendo desarrollaría. 

Acaso queda para otro ciirso; acaso no he de volver á 
ocuparme en ella nunca. 
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